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ВВЕДЕНИЕ 

Современный уровень развития прикладной математики 
определяется исследованиями нелинейных задач для многомер- 
ных дифференциальных и интегральных уравнений. Новый 
практически важный класс нелинейных задач математической 
физики связан с так называемыми задачами со свободной гра- 
ницей. В этом случае граница области, в которой ищется реше- 
ние (или ее часть), неизвестна и определяется в процессе са- 
мого решения. Классическим примером задач такого типа яв- 
ляется задача Стефана — задача с фазовыми переходами в 
теории теплопроводности, имеющая почти столетнюю историю. 
В этом случае граница раздела фаз твердое тело — жидкость 
определяется заданной температурой плавления. Заметим так- 
же, что задача Стефана характеризуется разрывом тенлового 
потока на н6визвестной границе (выделяется скрытая теплота 
плавления). 

Другой широко известный пример задачи со свободной гра- 
ницей — течение жидкости в канале с неровным дном и неиз- 
вестной границей раздела жидкость — атмосфера. Подчеркнем 
следующее обстоятельство, присущее большинству задач со 
свободной границей: мы имеем дело с нелинейными задачами, 
так как неизвестная граница определяется по неизвестному же 
решению и, наоборот, решение ищется в неизвестной заранее 
области. В. ряде случаев можно выделуть и линейные задачи 
(гл. УГ), но не они определяют существо задач со свободной 
границей. 

Задачи со свободной границей привлекают в настоящее вре- 
мя все большее внимание математиков — как специалистов по 
уравнениям с частными производными, так и специалистов по 
вычислительной математике. О возрастающем интересе к дан- 
ной проблематийе говорит и проведение ряда- конференций, 
специально посвященных задачам со свободными границами 
3a. рубежом и у. нас в стране. На этих форумах большое вни- 
мание уделяется развитию вычислительных методов решения 
задач-со свободной границей. . 
_. Значительный прогресс в изучении задач co свободными 
границами связан с развитием теории вариационных Hepa- 
венств. Многие задачи со свободной границей для эллиптиче- 
ских и параболических уравнений удается сформулировать В 
виде вариационного неравенства, вариационной задачи с огра-
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ничениями. Это позволяет с общих позиций исследовать вопро- 
сы существования и единственности решений этих задач, а 
также строить эффективные вычислительные алгоритмы. 

Многие задачи со свободной границей не допускают вариа- 
ционной формулировки. В частности, задачу. о движении иде- 
альной несжимаемой жидкости со свободной поверхностью не 
удается сформулировать в виде вариационного неравенства. 
Для этих задач вопросы разрешимости чаще всего рассматри- 
ваются на основе методов теории функций комплексного пере- 
менного. Другой класс методов связан с применением классиче- 
ских методов 'возмущений, разложений по малым параметрам. 
Отдельно отметим класс методов с преобразованием исходной 
задачи, используя, например, новые переменные. Соответствую- 
щие ссылки на литературные источники приводятся по мере 
изложения основного материала. 

Как и при решении других нелинейных задач, для прибли- 
женного решения задач со свободной границей применяются 
различные методы. Сюда относятся прежде всего конечно-раз- 
ностные и вариационно-разностные методы. Метод граничных 
интегральных уравнений и его вычислительная реализация, из- 
вестная под названием метода граничных элементов, в силу 
специфики задач со свободной границей применяется значи- 
тельно реже. 

Вариационные неравенства для. эллиптических уравнений 
сводятся к минимизации того или иного функционала на мно- 
жестве функций с ограничениями. Численные методы решения 
задач условной минимизации хорошо развиты, а их описание 
содержится во многих руководствах по математическому про- 
граммированию и методам оптимизации. . 

Второй класс численных методов решения задач со свобод- 
ной границей связан с преобразованием задачи. Вводятся но- 
вые переменные, с помощью которых неизвестная область отоб- 
ражается в известную. Классический пример такого преобразо- 
вания — преобразование _ годографа в гидродинамике. В мето- 
дах указанного класса основной упор делается на отыскании 
такой замены переменных и на численное решение ‘полученной 
нелинейной задачи. 

Данная работа посвящена описанию основных вычислитель- 
ных методов при решении задач со свободной границей для 
эллиптических уравнений второго и четвертого порядка. На их 
основе могут быть рассмотрены аналогичные задачи для пара- 
болических уравнений. Основное внимание уделяется двумер- 
ным задачам. Одномерные примеры используются для поясне- 
ния используемых подходов. Решение конкретных задач со 
свободной границей иллюстрирует возможности рассматривае- 
мых вычислительных методов.
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В работе последовательно применяются конечно-разностные 
методы на регулярных сетках. Использование нерегулярных 
сеток, а равно и метода конечных элементов в задачах с неиз- 
вестной границей наиболее эффективно при условии, что рас- 
четная сетка или конечные элементы адаптируются (подстраи- 
ваются) под свободную границу. Такой класс численных мето- 
дов в настоящее время плодотворно развивается, ‘и, надо ду- 
мать, возможности таких методов далеко не исчерпаны. ^ 

Коротко остановимся на содержании работы. В главе I, но- 
сящей обзорный характер, приведены постановки наиболее ха- 
рактерных задач со свободными границами, взятыми из раз- 
личных областей физики: теплопередачи, гидродинамики, тео- 
рии упругости, физики плазмы и др. Дается условная класси- 
фикация задач со свободными границами для эллиптических 
уравнений. Приведенная классификация задач никак не пре- 
тендует на полноту, а лишь отражает особенности той или 
иной задачи со свободной границей. 

Глава П посвящена описанию простейшего класса прибли- 
женных методов последовательного ‘уточнения неизвестной гра- 
ницы для двухфазных задач. Такие методы достаточно «про- 
зрачны» и легко реализуемы. Рассмотрены вопросы аппрокси- 
мации неоднородных условий сопряжений в двумерных зада- 
чах, описаны основные варианты методов сквозного счета. 

В главе II] рассмотрено преобразование переменных в за- 
дачах со свободной границей. При изложении этих вопросов 
автор следовал работам по расчетам МГД-равновесия плазмы 
в тороидальных системах, выполненных совместно с сотрудни- 
ками ИПМ им. М. В. Келдыша АН СССР. 

В главе [У рассматривается применение методов штрафа 
для численного решения задач со свободной границей. Вычис- 
лительный алгоритм. строится на основе рещения соответствую- 
щего нелинейного уравнения Эйлера. Приведены основные мо- 
дификации итерационных методов, используемых при таком 
подходе. 

В главе V рассматривается простейшая задача с ограниче- 
ниями для эллиптического уравнения четвертого порядка. Вы- 
числительный алгоритм снова строится на основе метода штра- 
фа. При решении задач в нерегулярных областях применяется 
метод фиктивных областей. 

В главу VI выделен класс некорректных задач со свобод- 
ной границей. Они сводятся к решению задачи Коши для эл- 
липтического уравнения, задачи продолжения решений эллип- 
тических краевых задач. Рассмотренные вычислительные мето- 
ды построены на основе обращения переменных, использования 
нового варианта метода квазиобращения с применением раз- 

ностных методов.
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Слисок приведенной литературы не претендует на полноту. 
В то же время он позволяет составить достаточно полное пред- 
ставление о задачах со свободной границей и методах ‘решения 
таких задач. Численные примеры носят ‚иллюстративный ха- 
рактер, их выбор отражает в ‘определенной степени личные ин- 
тересы автора. 

Пользуясь случаем, выражаю глубокую благодарность 
Т. Н. Вабищевич, С. А. Васенко, Л. М. Дегтяреву, В. В. Дроз- 
дову, И. В. Зотову, Ю. Ю. Пошехонову и А. П. Фаворскому, 
совместные работы с которыми легли в основу` данной работы. 
Особенно признателен автор А. А. Самарскому. за постоянную 
поддержку и внимание к работе.



ГЛАВА | 

ЗАДАЧИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 

$ 1. ПРИМЕРЫ СТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ 

1.1. Квазистационарная задача Стефана 

Рассмотрим классическую задачу Стефана со свободной 
границей. При этом ограничимся постановкой так называемой 
квазистационарной задачи Стефана. Предположим, что рассма- 
тривается тепловой процесс ‘в неограниченной области ©, при- 
чем граница расплавленной зоны $, где температура равна 
температуре плавления u*, либо неподвижна, либо движется с 
постоянной скоростью Vo. В качестве примера более конкретно 
соесмотрим задачу сварки (рис. 1). Над бесконечной плоской 

72 | 

Рис. 1. Расплавление пластины под 1 % 
влиянием движущегося источника теп- |! 
ла: 1|— источник тепла, 2 — пластина, А 
й— ее толщина, $ —граница  распла- === 
Ba, О, — область расплава, Q-— не- 2| SIs B_ _ 
расплавленная часть пластины 0 2%, 

пластиной толщины A движется со скоростью Vo источник теп- 
ла, мощности которого достаточно, чтобы проплавить часть 
пластины. Положим, для определенности, что в области 9+ 
температура w(x) больше температуры плавления и*, а в 
оставшейся части пластины 9 — u(x) < и*. | 

В системе координат, движущейся с источником тепла, гра- 
ница. фазового - перехода 5 неподвижна. Такую задачу с фазо- 
вым переходом принято называть квазистационарной задачей 
со свободной границей. Обозначим через с(и), о(и) и Е(и) ко- 
эффициент теплоемкости, плотность и коэффициент теплопро- 
водности пластины соответственно. Заметим, что при и=и* 
функции c(u), р(и) и^(и) могут быть разрывными. 

Уравнение теплопроводности в данной задаче имеет вид 

р (12) с (и) (\%у)и=у (Е (и) уи), хе О. (1.1) 

На границах области © задаются ‘соответствующие граничные
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a 

ча. 

условия. Например, на верхней границе пластины задан тепло- 

вой поток 

k(u) 4+ =Q(x), %=h, (1.2) 

где N — внешняя нормаль. Предположим, что на нижней части 

пластины температура и(х) поддерживается постоянной и рав- 

HOH Uo: 

u(x) =Uo, х2=0. (1.3) 

На границе раздела фаз S температура непрерывна: 

[#] ==и+(х) — и_(х)=0, хе, (1.4) 

где и+ (х) = lim u(x’). 
х’>ХЕЗ 
x! EQS 

Характерной особенностью задачи Стефана является разрыв 
теплового потока на границе раздела фаз: 

| & (u) Sy | AWN). xeES, (1.5) 

где А — энтальпия (скрытая теплота) фазового перехода. Усло- 
вия (1. 1)— (1. 5) определяют квазистационарную задачу Сте- 
фана. 

При рассмотрении имеющейся ‚литературы по задаче Сте- 
фана сделаем несколько замечаний. Вопросы существования и 
единственности решения задачи Стефана в нестационарной по- 
становке (классическая задача Стефана) рассматривались во 
многих работах. В одномерной по пространству постановке ре: 
зультаты этих исследований отображены в книгах [1—3], а из 
более поздних работ отметим [4—7]. Квазистационарная зада- 
ча Стефана рассматривалась, например, в работах [8, 9]. Чис- 
ленные методы решения задач типа задачи Стефана очень раз- 
нообразны, особенно для одномерных задач. Для решения мно- 
гомерных задач широкое распространение получили методы 
сквозного счета. Из наиболее ранних исследований в этом на- 
правлении отметим работы [10, 11], а из многочисленных O60- 
лее поздних — работы [12—14]. Метод прямых в задачах типа 
задачи Стефана рассматривается в [15, 16], схемы ‘с выпрям- 
лением фронта построены в работах [17, 18] и в ряде других! 
Подвижные нерегулярные сетки использовались в ‘работе 
[19]. В последнее время отмечается тенденция применения 
подстраивающихся конечных элементов [20,21]. Следует заме- 
тить, что библиография по задаче Стефана гораздо обширнее. 
Те немногочисленные работы, которые здесь упомянуты, лишь 
отчасти отражают прогресс в. изучении задач рассматриваемо-
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го класса. В своем большинстве они посвящены нестационар- 
ным задачам. В данной работе основным объектом являются 
задачи со свободной границей для эллиптических уравнений. 

Квазистационарная задача Стефана (1.1)— (1.5) наряду с 
тепловыми процессами сварки [22] описывает и другие про- 
цессы расплава и затвердевания [23]. Например, большое зна- 
чение для. получения больших кристаллов хорошего качества. 
имеет зонная плавка [24, 25]. На рис. 2 отмечена характерная 
технологическая схема вертикальной зонной плавки цилиндри- 
ческого стержня. Вблизи тепловы- 
деляющего элемента протягивает- =] 
CA“ C постоянной скоростью Uo ци- 
линдрический стержень, благодаря | 
чему образуется зона расплава. 
При затвердевании формируется 2 
кристалл с более высокими каче- 
ственными характеристиками. 0. — — 

Заметим также, что в данной _A (Г) , 
задаче зонной плавки можно вы- I 

Рис. 2. Схема зонной плавки: 1 — тепло- 
выделяющий элемент, 2 — цилиндрический 

стержень, 3 — зона расплава 

делить еще одну задачу со свободной границей. Расплав- 
ленная зона удерживается не твердыми стенками, которые за- 
грязняли бы расплав, а силами поверхностного натяжения, до- 
полненными, например, магнитным полем, возникающим при 
пропускании электрического тока по стержню [26]. 

Третий пример квазистационарной задачи Стефана возьмем 
из металлургии. Наиболее совершенная технология приготов- 
ления качественных стальных слитков связана с непрерывной 
разливкой стали [27, 28]. Принципиальная схема машины не- 
прерывного литья отображена на рис. 3. Стальной слиток 1 
вытягивается из кристаллизатора 2. Поверхность слитка ин- 
тенсивно охлаждается как в самом кристаллизаторе, так и в 
зоне вторичного охлаждения 9. Математическая м@дель может 
быть как двумерной по пространству. (цилиндрически симме- 
тричный слиток), так и трехмерной (разливка стальных слит- 
ков прямоугольного сечения). При математическом описании 
непрерывной разливки стали укажем на интересную возмож- 
ность применения параболического приближения [29], которое 
приводит к классической нестационарной задаче Стефана.
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1.2. Задачи идеальной гидродинамики со свободными гра- 

ницами 

Едва ли не самый обширный класс задач со свободными 
границами появляется при исследовании динамики. жидкостей 
с границами раздела жидкость—атмосфера, жидкость—ЖиИд- 
кость. Рассмотрим простейшие задачи для идеальной несжи- 

маемой жидкости со свободными 
2, | границами. Остановимся на дву- 

мерном (плоском) течении ее в ка- 
нале с неровным дном (рис. 4). 

Уравнения идеальной несжимае- 
мой жидкости (уравнения Эйлера) 

- имеют вид 

(yu) =0, (1.6) 

=, 

Рис. 3. Упрощенная схема Рис. 4. Течение в плоском канале с 
непрерывной разливки ста- неровным дном: @., — область тече- 
ли: 1— слиток, 2— кри- ния, Ps — граница твердого дна, 
сталлизатор, 8 — вторичная. $ — свободная граница 
зона охлаждения, 4 — рас- 
плавленная сталь 

(цу) и = — Ур, х= (%1, х,) Е О... (1.7) 

Здесь и= (1, Us) — скорость, р — давленйе. Вводя ‘функцию 
тока р соотношениями 

и: = ca » Ug= — oy , (1.8) 
OX. OX, 

удовлетворим условию несжимаемости (1.6). Обозначим через 
& вихрь скорости, который определяется выражением 

и — Ole № (1.9) 
Ox дхо 

Очевидно, из (1.8) и (1.9) следует 

— Ob, 9 —_ Q 1.10 Av = a2 Ox? O, XG te. ( 0)
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Запишем- (1.7) в покоординатном виде: 

дил ди ‘Op и НН = — 1.11 

диз ди др ` 
| +u,— = — ‚ ХЕФ.. 1.12 

Дифференцируя (1.11) no x, (1.12). по x; и вычитая их друг 
из друга, получим 

DC ($, ©) 9, (1.13) 
D (%1, хз) 

где 

D (41, Ye) — Oy, ‘ду? __ O41 Оу 

О (%, Хо) 9х1 OX» OX» Ox, 

якобиан. Из (1.13) следует, что ф и ® связаны функциональ- 
ной зависимостью 

в=6 ($). (1.14) 
Подстановка (1.14) в (1.10) дает следующее нелинейное .урав- 
нение Пуассона для функции тока  B области течения QQ: 

Ap=—o(p), хе, (1.15) 
с некоторой заданной правой частью в (1). 

В простейшем случае безвихревого потенциального течения 

© (1) =0, а 

Аф=0, xeEQ4. (1.16) 
Рассмотрим тёперь граничные условия для уравнений (1.15) 

и (1.16). Предположим, что на входе и выходе канала, высота 
которого равна Й, дно ровное, а скорость жидкости постоянна 
и задана. В этом случае 

и(х) =U, ж=-о, xe (0, 1). (1.17) 

Из (1.8) и (1.17) следует, что 

p(x) = ох сопз x= +00, ХЕ (0, A): 

и, например, 

p(x) =uox%2, xr=-koo, x2= (0, В). (1.18) 

Если дно Г. твердое; ставятся. условия непроницаемости 

(и№) =0, хеГ., 

которые с учетом (1.8) дают 0ф/0т=0, хеГ4, где д/дт — про-
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изводная по касательной к I'y. Принимая во внимание (1.18), 
получим 

p(x) =0, хеГ.,. (1.19) 

Осталось рассмотреть условия Ha неизвестной границе $. Ус- 
ловие непротекания дает , 

p(x) =uoh, xe. (1.20) 

Кроме того, Ha $, как Ha AMHMM „тока, постоянное значение 
имеет интеграл Бернули. Обозначим через ро атмосферное дав- 
ление и получим 

1 1 
Ро + > (Ш + и?) + рЕха = Ро + U0 + gh, (1.21) 

где р — плотность, a б— ускорение свободного падения. Из 
(1.20) и (1.21) следует условие 

д 2 
(Sy) = 948+ 205 (tm), х=5, (1.22) 

\ 

где, как и ранее, М№ — нормаль к S. 
В итоге приходим к задаче со свободной границей (1.16), 

(1.18) — (1.20), (1.22). 
Аналогично ставится задача об истечении струй идеальной 

жидкоети, широко представленная в литературе (eM., напри- 
мер, [30]). Схема струйного течения жидкости’в частном слу- 
чае изображена на рис. 5. 

«7, 
2h 

0 > 
=, 

Рис. 5. Схема струйного течения Рис. 6. Схема обтекания подводного 
жидкости: , 2-—- твердые стенки, крыла: 1[-- подводное тело, Q+— 
S — свободная поверхность, Q4 — область, занятая жидкостью, Г+— 
область течения твердое дно, $ — свободная поверх» 

НОСТЬ 

'Задача со свободной границей возникает также при учете 
движения подводного объекта. Например, на рис. 6 представ- 
лена картина обтекания подводного крыла равномерным пото-
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ком в канале с плоским дном. Наконец, отметим задачи обте- 
кания препятствий, надводных сооружений (рис. 7). 

Мы указали здесь лишь на некоторые плоские задачи иде- 
альной гидродинамики. Аналогично ставятся и более сложные 
задачи, например, для осесимметричных течений со свободны- 
ми границами, потенциальные пространственные задачи и T. д. 

Изучению задач идеальной гидродинамики со свободными 
границами посвящены многие работы. Эти исследования в OC- 
новном примыкают к классическим задачам теории струй. 
Фундаментальные результаты в 
этом направлении изложены в Zz) 

монографиях [30, 31], более позд- 
ние исследования в задачах иде- 
альной гидродинамики со сво- 
бодными границами отражены И OR eee ee 

Рис. 7. Обтекание плавающего тела 

в обзорах [32, 33]. Вопросы однозначной разрешимости боль- 
moro класса задач обсуждаются в книге [34]. Отметим от- 
дельно результаты, полученные для. уравнений Навье—Стокса 
вязкой несжимаемой жидкости CO свободными границами 
[35—37]. 

Численные методы решения ‘задач со свободными граница- 
ми в гидродинамике не получили пока достаточного развития. 
В работах [38, 39] при конечно-разностном решении задач 
идеальной гидродинамики используется идея преобразования 
переменных. Аналогичные подходы развиваются в [40—43]. 
Ряд методов (см., например [44]) относятся к классу числен- 
но-аналитических. Основные результаты в вычислительной гид- 
родинамике [45, 46] получены при ‘использовании метода ча- 
стиц в ячейке и его модификаций. Вопросам численного реше- 
ния задач со свободными границами для течений вязкой не- 
сжимаемой жидкости посвящены работы [47, 48]. 

1.3. Задачи стационарной фильтрации 

Интересный класс задач возникает при рассмотрении тече- 
ний в пористых средах. Скорость фильтрации и отлична от 
нуля лишь при условии, что имеется разность давлений (напор, 
внешние силы). Пусть р— давление, рёхо — гидростатическое 
давление, где р — плотность, а & — ускорение свободного паде- 
ния. Полное давление обозначим через P, так что 

Р=р-рёх2.
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Фильтрация описывается законом Дарси: 

и = —Ау (p+ pgx,), (1.23) 

где Е — коэффициент фильтрации, вообще говоря нелинейный. 
Жидкость предполагается несжимаемой, поэтому уравнение 
неразрывности имеет.вид 

(ун) =0. (1.24) 
Из (1.23) и (1.24) при постоянном коэффициенте фильтрации 
К вытекает следующее уравнение для давления: 

Уравнение (1.25) является основным при изучении процессов 
фильтрации. 

Рассмотрим постановку задачи о фильтрации жидкости 
через дамбу (рис. 8). Пренебрегая атмосферным давлением, 

Рис. 8. Фильтрация жидкости через 
дамбу: @. — смоченная часть, Q- — 
несмоченная часть, Г-.- — непрони- 
цаемое основание, Н и h— уровни 

-жидкости до и после дамбы собт- 

ветственно 

положим р=0 в.воздухе. На. твердом основании Г. условие не- 
протекания (uN) =0 с учетом` (1.23) дает 

—- (p-+pgx,)=0, хеГ... (1.26) 

В жидкости до и после дамбы можно пренебречь скоростью 
фильтрации и приравнять полное давление .гидростатическому. 
Поэтому на участке границы дамбы Г! имеем 

р--рах=рЕН, хеГь, (1.27) 

принимая во внимание то, что р=0 при ›=Н. Аналогично 

р-+о8бх2=рЕй, хеЕГ.. (1.28) 

На Гз ‘давление равно атмосферному и в силу наших предполо- 

жений | 

р(х) =0, хеГ-. (1.29)
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Осталось сформулировать условия на неизвестной границе 
смачивания. 5. Очевидно, что 

р(х) =0, хе. (1.30). 

Из условий непротекания следует второе условие Ha S: 

д 
ny bP + 68%») =0, хе. (1.31): 

Таким образом, приходим к задаче co свободной границей 
(1.25) — (1.31). | 

Рассмотрим пример задачи фильтрации с нелинейным за- 
коном Дарси. Это класс задач с так называемым предельным 
градиентом. Пусть в (1.23) 

k=k{x, |v PI), 

причем фильтрация наступает (15-0) при достаточно большом 
градиенте давления.- Это означает, что существует | VY Plo та- 
кое, что 

0, |УР| < УР], - 
k(x, P|)= 1.32): (x, [УР | о ИР (1.32) 

Подстановка (1.32) в (1.23) и (1.24) дает для определения 
давления вырождающееся эллиптическое уравнение 

У((х; [УРПУР)=0. (1.33) 

Уравнение (1.33) дополняется некоторыми граничными усло- 
виями. Например, на границе области фильтрации Q 

Р(х) =Ф(х), xedQ. (1.34) 

В задаче (1.33), (1.34) область Q разбивается Ha Be: за- 
стойную зону (зоны) &-, где и(х)=0, и зону фильтрации Q4,. 
где u(x)=40. Границы застойных зон неизвестны и составляют 
предмет иссмедования. 

Задачи фильтрации, в TOM” числе и задачи со свободными 
границами, широко представлены в литературе: Отметим преж- 
де всего монографию [49] и приведенную в ней библиографию. 
Математические вопросы однозначной разрешимости задач та- 
кого типа исследуются в работах. [34, 50]. В интересной рабо- 
те [51] указано преобразование, сводящее задачу (1.25) — 
(1.31) к вариационному неравенству [52, 53]. Это важно не 
только с теоретической точки зрения, но и с точки зрения по- 
строения конкретных вычислительных алгоритмов ee прибли- 
женного решения. Численные методы решения задач фильтра-
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ции со свободными границами рассматриваются в работах 
[54—56]. Задачи фильтрации с предельным градиентом обсуж- 
даются в книгах [57, 58]. Обзор численных методов‘ решения 
этого класса ‘задач можно найти в [59]. 

1.4. Равновесие тонких пластин и мембран с ограничениями 

Рассмотрим тонкий однородный цилиндр высотой A с. попе- 
речным сечением ©. Выберем оси координат так, чтобы плос- 
КОСТЬ Хз=0 была серединной. Пусть эта пластина подвергается 
действию поперечной (по нормали к серединной плоскости) 
нагрузки, причем сами деформации будем считать малыми. 
Обозначим через u(x) (х=.(х!, х2)) поперечное смещение пла- 
стины в точке хеФ. Функция u(x) удовлетворяет уравнению 
Софи Жермен 

(1.35) 
4 

ee 
OX; 

Здесь 9(х) — распределенная поперечная нагрузка В= 
= 3/12 (1 — v?) — цилиндрическая жесткость пластины, где 
Е — модуль Юнга материала пластины, а v— коэффициент Пу- 
ассона (OXv<1/2). | 

Уравнение (1.35) дополняется краевыми условиями Ha OQ, 
соответствующими условиям заделки края пластины. В про- 
стейшем случае жестко защемленных краев приходим к усло- 
виям Дирихле [60] 

и (х) =0, (x)= 0, xe OQ. (1.36) 

Предположим теперь, что пластина находится над жесткой 
преградой, граница которой дается уравнением лхз=а (а<0). 
Тогда на решение. задачи необходимо наложить естественное 
ограничение 

и(х) а, хе, (1.37) 

которое`- соответствует TOMY, 
73} что прогиб пластины не MO- 

жет быть больше |а| (рис. 9). 

Рис. 9. Прогиб тонкой пластины с 

поперечным сечением ®=9.-9_, 
Q_ — область контакта пластины с 
жестким препятствием, $ — ee. гра- 

ница 
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Задачу с ограничениями (1.35)—(1.37) можно рассматри- 
вать как задачу со свободной границей. Действительно, обо- 
значим через Q_ область контакта, а через $ — неизвестную: 
границу контакта пластины с жестким препятствием. Тогда в. 
Q_ справедливо 

и(х) =а, хеЕО:, (1.38) 

а в области 9. (Q=Q,+Q_), где и(х) >а, — уравнение (1.35). 
На неизвестной границе помимо условия: и(х) =а ставятся сле- 
дующие однородные условия сопряжения: 

№ = 0, | ou |=0 [Au] = 0, xe S. (1.39) 
ON 

Аналогичная задача возникает и при рассмотрении проги- 
бов ‘мембраны, стесненной ограничениями. Мембрана пред- 
ставляет собой тонкую пластину, подверженную сильному рас- 
тяжению, приложенному к ее краям. Обозначим через ТГ абсо- 
лютную величину растягивающей силы, отнесенной к единице 
длины края мембраны. Тогда уравнение для прогиба мембра- 
ны u(x) имеет вид 

Аи= 96, хе. (1.40) 

Вместо двух условий типа (1.36) для пластины берется одно: 

и(х) =0, xeoaQ. (1.41) 

При ограничениях типа (1.37) соответствующая задача со сво- 
бодной границей ставится аналогично задаче (1.35) — (1.39). 

Задачи с ограничениями для мембран и пластин подробно- 
исследуются в работах [52, 61]. Численные методы решения. 
такого класса задач обсуждаются в [62] при использовании 
эквивалентной вариационной формулировки задачи. 'Некоторые: 
разностные алгоритмы описаны в книге [63]. Следует заметить, 
что и в этой работе, рассматриваемый класс задач исследуется 
как задачи условной минимизации. В работе [64] Аля числен- 
ного решения. задач с ограничениями в теории пластин приме- 
няется метод, построенный на решении краевой задачи для не- 
линейного уравнения Эйлера при реализации метода штрафа... 
Для задач расчета мембран такой подход используется в. 
[65, 66]. Схемы метода конечных элементов обсуждаются, на- 
пример, в [62, 67], где можно найти и соответствующую биб- 
лиографию. Аналогичное рассмотрение может быть проведено: 
и для более сложных задач, например для оболочек и пла- 
CTHH, подверженных большим нагрузкам [68, 69].
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1.5. Упругопластическое кручение цилиндрических стержней 

Задачи теории упругости очень часто сводятся к задачам 
со свободными границами. Это могут быть контактные задачи, 
пример которых рассмотрен выше. Другой тип задач со сво- 
бодными границами в теории упругости характеризуется опи- 
санием твердых тел из материалов с нелинейными уравнения- 
ми состояния. Примером задачи такого класса` может служить 
проблема упругопластического кручения цилиндрических стер- 
жней. 

Рассмотрим однородный цилиндрический стержень с попе- 
речным сечением @, который подвергается PaBHOMePHOMY кру- 
чению. Предположим, что ось хз направлена вдоль оси стер- 
жня, а а=0дф/дхз — угол закрутки на ‘единицу длины стержня. 
Для компонент тензора напряжений в этих условиях справед- 
ливы представления [60] | | 

$11=И22 = 133 = T12= 0, 

Ou Ou 
Tig—= Go tas = ^оу, (1.42) 

2 1 

где u=u(x) (x= (x1, х2)) — функция напряжений. 
В области упругих деформаций справедливо уравнение 

932 0% — 90а, xe Q4, (1.43) 
OX. Ox, } 

где G— модуль сдвига материала стержня. 
В пластической области 6 выполнено условие пластич- 

ности 

713? + 123? =, xEQ_, (1.44) 

где Е — константа пластичности. 
Из (1.42), (1.43) получим уравнение для u(x) в упругой 

области: 

Au=—2Ga, xeGQ4. (1.45) 

Аналогично из (1.42),- (1.44) вытекает 

(= \'+(= yaa EQ. (1.46) 

Ox OX. 

в области пластичности. 
На границе односвязного сечения стержня & можно поло- 

ЖИТЬ 

и(х) =0, хеОО. (1.47)
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Постановка граничных условий для многосвязной области Q 
рассматривается в [60]. 

Таким образом, приходим к ‘следующей задаче со свобод- 
ной границей. Неизвестная граница S делит область Q на две: 
2, — область упругих деформаций и @_ — область пластиче- 
ских деформаций. В Ю., которая определяется условием 
ly и|?<2?, справедливо уравнение (1.45), а в 9 — уравнение 
{1.46). На самой свободной границе $ справедливы однород- 
ные условия сопряжения 

[u] =0, lw |=? xe 5. (1.48) 

Задача (1.45)—(1.48) рассматривается в работах [52, 62]. 
Отметим также исследования [70, 71], специально посвящен- 
ные этой задаче. Численные методы решения таких задач опи- 
сываются в [70, 72]. Аналогично ставятся и многие другие за- 
Дачи упругости и пластичности, в частности для упругопласти- 
ческих пластин. 

1.6. Задачи магнитогидродинамического равновесия плазмы 
в тороидальных системах. 

При математическом моделировании поведения высокотем` 
пературной плазмы в установках, предназначенных для ее дли- 
тельного удержания с целью достижения условий зажигания 
термоядерной реакции, большое 
значение имеет задача магнито- 72h 
гидродинамического (МГД) рав- 
новесия. Отметим некоторые за- 
дачи МГД-равновесия, которые 
будут рассматриваться нами как 
задачи со свободными граница- р 

Рис. 10. Равновесие  тороидального 
плазменного шнура: [4 — идеально про- 
водящий кожух, ®-. — вакуум, ®_ — 
область плазмы, э — граница плазмен- 
ного шнура, х* — точка касания 

ми. Остановимся на простейшей модели равновесия плазмен- 
ного шнура внутри идеально проводящего кожуха. Принципи- 
альная схема такой системы удержания изображена на рис. 10. 

В рамках одножидкостной магнитной гидродинамики рав- 
новесие в плазме описывается следующим. уравнением Греда— 
Шафранова [73, 74]: .
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0 1 Ou д 1 Ou 
— — —= — x,f, (и)— 

Ox; X, Ox, т OX, xX, OX, fs ( ) x4 
(м), xeQ_, 

(1.49) 

с некоторыми заданными функциями й (и) и fo(u). В области 
<2.. выполнено однородное уравнение равновесия 

0 1 ou д 1 Ou 

Ox4 А OX, OX А OX, 
=0, re Qh. (1.50) 

На границе плазма—вакуум S ставится условие 

и(х) =u*=const, хе. (1.51} 

Заметим, что значение и*, вообще говоря, неизвестно. Во MHO- 
гих конкретных ситуациях можно положить. 

u*=u(x*), (1.52} 

где х* — некоторая внутренняя точка ©. Условия OC. 52) COOT- 
ветствует касанию плазменного шнура Q2- точки x* 

В предположении отсутствия поверхностных токов на $ 
выполнены однородные условия сопряжения’ 

[u] = о, | x =0 хе 5. (1.53} 

В противном случае на S задается скачок нормальных произ- 
BOJHBIX. 

И наконец, Ha идеально проводящем кожухе Г, можно по- 
ложить 

и(х) =0, «EPs. (1.54} 

Аналогично (1.49) — (1.54) ставятся задачи равновесия во 
внешних магнитных полях. Особенностью таких задач равнове- 
сия Является та, что мы имеем дело фактически с краевой за- 
дачей для эллиптического уравнения с разрывной нелинейной 
правой частью. В этой связи отметим, на наш взгляд, недоста- 
точную проработку вопросов разрешимости и качественного 
поведения решения таких краевых -задач в литературе по 
уравнениям с частными производными эллиптического типа. 
Это замечание касается, естественно, и численных методов ре- 
шения краевых задач с разрывными нелинейными правыми 
частями. 

Другой класс задач равновесия связан с приближением по- 
верхностного=тока, когда весь электрический ток сосредоточен 
на границе плазменного шнура. В этом случае необходимо ре-
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шить уравнение (1.50) в 024 с неизвестной границей S, опреде- 
ляемой двумя граничными условиями: 

‘и(х)=и», (Sy) Saat + ae xES., (1.55) 

Задачи равновесия плазмы в тороидальных системах хоро- 
шо представлены в литературе (см., например, [75—78]). Чис- 
ленные методы решения задач равновесия с распределенным 
продольным электрическим током излагаются в ряде работ 
обзорного характера [79—81]. Начиная с [82], в таких зада- 
чах получили распространение вычислительные алгоритмы, в 
которых неизвестная граница является координатной линией. 
Из других работ, где используется переход к новым независи- 
мым переменным, отметим [83—85]. 

Вопросы однозначной разрешимости задач равновесия с по- 
верхностным током обсуждаются в работах [86, 87]. Числен- 
ный метод, построенный на основе интегрального уравнения, 
описан в [88]. В работе [89] для задач этого типа применяется 
отмеченный выше подход с переходом к новым независимым 
переменным. 

1.7. Другие стационарные задачи со свободной границей 

Естественно, приведенные примеры ни в коей мере не .ис- 
черпывают класс задач со свободными границами для эллип- 
тических уравнений. Отметим некоторые другие известные за- 
дачи этого типа. Во многих работах рассматривается задача 
гидродинамической смазки со свободной границей. О достиже- 
ниях в данной области можно судить по работам [53, 90, 91]. 
Стационарные задачи для эллиптических уравнений второго 
порядка с неизвестной границей, на которай заданы однород- 
ные условия первого и второго рода, возникают в электрохи- 
мии. Более подробную информацию можно почерпнуть, напри- 
мер,. из [92, 93]. 

Отметим также задачи со свободными границами, которые 
возникают при математическом моделировании плазмооптиче- 
ских систем. Наиболее интересные работы в этом направлении 
выполнены под руководством А. Г. Свешникова [94, 95]. За- 
дача со свободной границей для нелинейного эллиптического 
уравнения второго порядка возникает при исследовании рас- 
пределенных джозефсоновских переходов [96, 97]. 

Здесь отмечены лишь наиболее характерные и достаточно 
известные задачи со свободными границами для эллиптических 
Уравнений. Некоторые другие задачи этого класса можно 
найти в работах .[98—100].
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8 2. КЛАССИФИКАЦИЯ ЗАДАЧ СО СВОБОДНЫМИ ГРАНИЦАМИ 

2.1. Эллиптические уравнения: 

В ограниченной области © п-мерного евклидова простран- 
ства определим дифференциальный‘ оператор А-го порядка B 
виде 

L®yu=a(x, и, Du,...;D?u). (2.1} 

Здесь использованы следующие обозначения: 

X= (X1, Xo,...5Xn), 

D* = рр... Den, 

где D;=0/Ox;, i=1,-2,...,n, a а= (91, @2,..., An) — мультиин- 
декс. Запись правой части в (2.1) означает, что | 

ах Хх хи 9 08 ди де. 
1) 0; - 2 2 И) ’ Ox, ’ дх, 9 eee 9 дх„ ' ..у ax 

“ 

В простейшем случае оператора нулевого порядка’ (2.1) имеем 

LOu=a(x, и). (2.2} 

Определим квазилинейный эллиптический оператор поряд- 
ка 2т с помощью соотношения [101, 102] 

LOmMy = у. аи (х, и) О?ти + а(х, и, Du,...,D'"—u), (2.3) 
. |a[= 2m 

где |af=atogt...+On, a A =Ano,..e,- Будем считать, 

что оператор L?@™ равномерно эллиптичен в Q, т. e. сущест- 
вуют положительные постоянные 1, Yo такие, что для всех Ё,;, 
i=1, 2,...,n, для всех хеЕО выполняются неравенства 

п n . 
2m ie a 2m 

У... Е: <. у. Же wee Oy Ej ‘En? ... 67 < у У. Ej . (2.4} 

i=l Го = 2т i=l 

Основным объектом нашего исследования будут эллиптиче- 
ские уравнения второго порядка. Из общего соотношения (2.3} 
вытекает, что 

n . ~ 
. . ди 

LOy == а; (х, uv) ——— + a(x, и, Du), (2.5); 
ро | Ox; OX;
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а условие равномерной эллиптичности (2.4) принимает вид 

uF Е < <¥ Qj (Si Е, < >) Е. 

i=] 1—1 

Не ограничивая общности, в (2.5) можно считать выполненным 
условие 

ij (X, и) =аз(х, и) 
BO всей\ области С. 

Эллиптический оператор второго порядка будет удоб- 
нее записать с выделением самосопряженной главной части в 

форме 

[А == ба, (x, и) + a(x, u, Du) (2.6) 

‘j= 

с а:; (х, и) =Aji(x, и). 

_2.2. Задачи со свободной границей и их дефект 

Рассмотрим Теперь задачи со свободной границей для эл- 
липтических. уравнений и для их характеристики введем поня- 
тие дефекта. Пусть неизвестная граница $ разбивает область 
Q на две подобласти: Q, и Q_. В каждой из этих областей ре- 
шение задачи удовлетворяет некоторому дифференциальному 
уравнению. Положим для определенности, что в @. функция 
и(х) удовлетворяет уравнению эллиптического типа 

[Ти = 0, хе. (2.7) 

ав Q_ 

L®u=0, «Ee Q_. (2.8) 

Поскольку мы рассматриваем задачи ‚для эллиптических 
уравнений, то главный из двух операторов L4?@™ и L_, т. е. 
тот оператор, порядок которого выше, должен быть эллипти- 
ческим. В нашем примере k<2m, т. е. решение u(x) удовлетво- 
ряет эллиптическому уравнению в ®.. 

`Естественно классифицировать задачи со свободными гра- 
ницами по порядку операторов в QO, и Q_. Назовем дефектом 
задачи со свободной границей величину 

к=9т —k. (2.9) 
Таким образом, задача характеризуется порядком эллиптиче- 
ского оператора 2т и дефектом х (0<х<2т).
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Рассмотрим с этой точки зрения задачи со свободной гра- 
ницей, рассмотренные в предыдущем параграфе. Квазистацио- 
нарная задача Стефана принадлежит к классу задач с m=1 и 
х=0. В этом случае в обеих частях области QO, и Q_ решение 
удовлетворяет эллиптическим уравнениям второго порядка, HO 
со своими коэффициентами в каждой подобласти. По аналоги 
с классическими задачами Стефана задачи с нулевым дефекток. 
часто называют двухфазными. К задачам с нулевым дефектом 
принадлежит и задача МГД-равновесия в постановке с рас- 
пределенным продольным электрическим током. Наиболее ха- 
рактерным примером задачи с дефектом х=1 (m=1) является 
проблема упругопластического кручения цилиндрических стер- 
жней. 

К задачам с максимальным дефектом, равным двум, для 
эллиптических уравнений второго порядка относится задача 
фильтрации через дамбу, при ее рассмотрении во всей обла- 
сти ©. При этом в несмоченной части дамбы Q_ решение 
р(х) =0. Аналогичная задача возникает и при рассмотрении 
прогибов мембраны с ограничениями. 

Задача расчета пластин с ограничениями относится к клас- 
су задач с максимальным дефектом, причем х=4 и эллиптичее 
ский оператор имеет четвертый порядок. Необходимо заметить, 
что для задач с максимальным дефектом х=2т в теории теп- 
ло- и MaceonepeHoca имеется другое название. Такие задачи, 
особенно задачи типа Стефана, принято называть однофаз- 
НЫМИ. 

Несколько особняком стоят задачи идеальной гидродинами- 
ки со свободными границами, которые обсуждались выше. Фор- 
мально они не подпадают под нашу классификацию по причи- 
не отсутствия, по крайней мере в математической модели, об- 
ласти Q_. Но указать область @_ в таких задачах совсем He- 
трудно. Особенно просто это сделать, имея в виду физическое 
содержание задачи. В задачах идеальной гидродинамики со 
свободной границей жидкость—атмосфера ‘область © — это 
атмосфера над свободной границей, где и скорость и давление 
известны (скорость равна нулю, а давление равно атмосфер- 
ному). 

Вообще в задачах с неизвестной частью границы области 
<, всегда можно дополнить область ©. областью QQ до неко- 
торой заданной области Q, целиком содержащей свободную 
границу $5. Решение u(x) определяется ‘в Q_ из физических 
соображений либо формальным продолжением u(x) в Q_. He- 
однозначность такого продолжения позволяет распорядиться 
им в соответствии с. определенными критериями ‘оптимально- 
сти. Такой подход He ‘только полезен при классификации. задач 
со свободными границами, но и позволяет строить эффектив- 
ные вычислительные алгоритмы для приближенного решения
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задач. Методы указанного класса обладают вполне конкретны- 
ми свойствами. однородности вычислительного алгоритма. 

2.3. Особенность решения на неизвестной границе 

Сама неизвестная граница $, как мы уже неоднократно 
убеждались, в задачах рассматриваемого класса определяется. 
по решению задачи u(x). Следствием‘ этого является нелиней- 
ность. задач со свободной границей. Чаще всего Ha неизвест- 
ной границе решение принимает заданные значения, например, 
в простейшем случае 

и(х) =u*=const, хе. 

Поэтому свободная граница определяется следующим образом: 

S={x|xeQ, и(х)=и*}. (2.10) 

Область © в случае (2.10) делится на две подобласти Q, и 
©. Будем для определенности полагать 

“OQ. =i{x|xeQ, и(х)>и*}, | 
(2.11) 

_={x|xeQ, и(х) < и*}. 

Конечно, вместо (2.10), (2.11) могут быть сформулированы 
и другие условия, но в данном случае это не имеет большого. 
значения. Более существенным может оказаться вопрос о по- 
ведении решения задачи со свободной границей при переходе 
$. Рассмотрим, например, задачу со свободной границей с ну- 
левым дефектом для. эллиптического уравнения второго по- 
рядка 

Lu=0, хеО, (2.12) 

где оператор [ определен согласно (2.6). Общая ситуация на 
свободной границе $ определяется следующими условиями со- 
пряжения: 

[u] =, (%), + |= Py (х), x ES, (2.13) 

где, как и ранее, [|] означает скачок при переходе S из Q: в 

Qa 

. д Ou у а; cos (М, х). (2.14) 

В (2.14) величина ди/ду есть поток на границе S, а cos(N; х;) —
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направляющий косинус нормали к $, внешней по отношению 
К О. . 

По поведению решения на свободной границе будем разде- 
лять задачи со свободной границей на два класса. В первом 
из них условия сопряжения однородны, т. e .B (2.13) yi (х)=0, 
[=1, 2. Такие задачи отнесем к задачам со свободной грани- 
цей ‘без особенности на нейзвестной границе. Во втором классе 
(задачи с особенностью на свободной границе) условия сопря- 
жения (2.13) неоднородны. В задачах со свободной границей 
обычно wp (х) =0 (см. примеры, рассмотренные выше), а BTO- 
рое условие сопряжения (2.13) может быть и неоднородным. 
Разрыв потока на S (ф2(х}==0) — характерная особенность за- 
дач типа Стефана, для которых po зависит еще и от решения. 

2.4. Классификация параболических задач 

Задачи со свободными границами для параболических урав- 
нений могут быть классифицированы аналогично. В этом слу- 
чае решение u(x, #) в области Q4, которая теперь зависит и от 
времени, удовлетворяет параболическому уравнению 

LP u=0, хеО., t>0, (2.15) 

где, например, 

LO = 2. [0 (2.16) 
ot 

Для задач с нулевым дефектом (x=2m—kR=0) решение 
u(x, 1) удовлетворяет в @_ аналогичному параболическому 
уравнению. Если х>0, то в @_ может задаваться дифференци- 
альный бператор и в форме 

LPuma (x, ри, о Du, ..., Diu). (2.17) 

Естественно, что (2.15)—(2.17) не охватывают всех BO3- 
можностей, для которых пригодна предложенная выше клас- 
сификация задач со свободной границей. В частности; можно 
было бы аналогичным образом рассмотреть задачи для про- 
стейших псевдопараболических уравнений, но это уведет нас. 
в сторону от основного обтекта исследования.
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8 3. ДРУГИЕ ЗАДАЧИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 

3.1. Нестационарные задачи 

В $ 1 приведены примеры задач со свободной границей для 
эллиптических уравнений. Здесь мы укажем на некоторые 
другие задачи с неизвестной границей, близко примыкающие к 
рассмотренным выше. Наиболее естественное расширение клас- 
са- задач со свободной границей — 
это нестационарпые задачи со CBO- 2%, 
бодной границей. Задачи для пара- 
болических уравнений затронуты 
при рассмотрении вопроса класси- 

Рис. 11. К постановке нестационарной за- 
дачи -Стефана: S=S(t) — неизвестная гра- 
ница фазового перехода, ©. — жидкая |0 —- 
фаза, Ф_ — твердая фаза 7, 

фикации. Наиболее характерным. примером задач со свободной. 
границей для параболических уравнений является классическая 
задача Стефана. Остановимся на постановке двухфазной задачи 
Стефана. 

Пусть область @ (рис. 11) состоит из двух частей: Q4, тде 
температура u(x, Г) превышает температуру плавления u*, и, 
Q_, где и<и* — твердая фаза. Уравнение теплопроводности, 
аналогичное (1.1), записывается в виде 

д р(и) с(и) == (k(x) V4), xEQ, t>0. (3.1) 

Пусть для простоты Ha границе OQ задана температура 

u(x, t)=u,(x, t), xeoQ, t>0. (3.2) 

На неизвестной границе S=S (1) ‘фазового перехода 

и(х, t)=u*, x SS, 1>0. (3.3) 

Здесь ставятся условия сопряжения 

[u]== 0, Е | =^ (у №), (3.4) 

где. Vo — скорость движения границы 5. 
Уравнение (3.1) дополняется начальным условием 

u(x, 0) =1ш(х), «EQ. (3.5) 

В другой нопулярной модели плавления и кристаллизации 
эффективно учитывается промежуточная фаза между твердым
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и жидким веществом, границы которой определяются темпера- 
турами солидуса и ликвидуса и; и ш соответственно. В интер- 
вале температур от Us до ш находится двухфазная зона. Урав- 
нение теплопроводности в этом случае выглядит следующим 
образом: 

0 (и) (и) <= y(k (u)yu), хе, t>0, (3.6) 

где теплоемкость в каждой из трех фазовых зон определяется 
по разному: 

_ ср (и), и>щ, 
с (и) =} с (и) — №’ (и), ии<и<ш, 

2 (u), u< Us. 

Здесь p(u) — объемная доля твердой фазы в двухфазной зоне. 
Зависимость ф(и) определяется по равновесной диаграмме 
конкретного материала. 

В данном случае, в отличие от задачи Стефана в классиче- 
ской. постановке (3.1)— (3.5), выделение теплоты происходит. в 
заданном интервале температур. Задача (3.6), (3.3), (3.5) 
имеет формально две неизвестные границы Ss $,— между 
твердой фазой И двухфазной зоной, а также между двухфаз- 
ной зоной и жидкой: фазой. Но на этих границах нет особенно- 
сти решения —и температура и тепловой поток непрерывны. 
Последнее обстоятельство позволяет легко строить эффектив- 
ные вычислительные процедуры для приближенного решения 
таких задач. | 

Классическая ‘задача Стефана {3.1)— (3.5) допускает обоб- 
шенную формулировку в виде уравнения (3.6) с коэффициен- 
том теплоемкости 

E(u) =c(u) +18 (и— и*), (3.7) 

где 6(u) — дельта-функция. Основные вычислительные методы 
решения задачи Стефана (3.1) — (3.5) строятся главным об- 
разом на использовании (3.6), (3.7) и «размазывании» дельта- 
функции в (3.7). | 

Приведем еще один пример нестационарной задачи. -В п. 1.2 
мы рассматривали задачи идеальной гидродинамики. Для за- 
дач идеальной гидродинамики со свободными границами ха- 
рактерно то, что уравнения остаются эллиптическими, а неста- 
ционарными становятся граничные условия. 

Рассмотрим, например, потенциальные плоские течения 
идеальной жидкости. Тогда течение описывается уравнением 
Лапласа для потенциала скорости (Xx, №: 

Аф=0, х= (21, х2) Е, t>0,
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где ми =дф/дж, и› =дф/дх›. На неизвестной границе S(t) в силу 
условия непротекания (UN) =0 получим. 

OP _ ON (x, y=0, xeS, t>0. 

На S в нестационарном случае постоянное значение имеет ин- 
теграл Коши— Лагранжа (нестационарный интеграл Бернули): 

д 1 
+ (ui 19) + p + рах, = const, xES, Ё>0. (3.8). 

Характерной особенностью этих задач как раз и является не- 
стационарность граничного условия (3.8). 

3.2. Системы уравнений 

Нами сформулированы некоторые задачи со свободной rpa- 
ницей для одного. уравнения. Естественно, что более сложные 
ситуации возникают при рассмотрении задач для систем урав- 
нений. Остановимся на некоторых примерах. Стационарный 
пучок в ускорителе описывается [103] уравнениями 

Гл — (Co(x) + с, (x) ) u, =—f, (x), (3.9): 

Lottg — Co(X) U2=—fo(x), xEQ, (3.10); 

roe [о — эллинтический оператор вида 

о, а 
= Oxy ый Ox, + AX. 1 дх. ° 

а коэффициенты с!(х) и с2(х) отличны от нуля только внутри 
пучка. На неизвестной, границе пучка и!(х) и и2(х) непрерыв- 
ны вместе со своими первыми производными. Сама граница. 
определяется нелинейным функциональным соотношением 

M(x, ш, из) =0, xeS. (3.11) 

Очевидно, что задачи типа (3.9)— (3.11) могут быть включены 
в наше рассмотрение. Эта задача может. быть классифицирова- 
на как ‘задача с‘нулевым дефектом и без особенности на CBO- 
бодной границе. Специфика задачи (3.9) — (3.11) в условии 
(3.11) для определения границы пучка. О некоторых результа- 
тах численного исследования задачи типа (3.9) — (3.11) можно 
ознакомиться по работам \[104, 105]. Отметим также, что эта 
задача может рассматриваться как в ограниченной, так и в 
Неозрариченной области QQ. 

Приведем пример системы параболических уравнений со 
свободной границей. В теории горения развивается гидродина-
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мическая модель, которая приводит к необходимости решения 
двух уравнений [106]: 

++ (уу) u, = Au,, (3.12) 
= 

Oy 
Е +(vy)u,=Au,+ Au, хе, t>0. (3.13) 

На ‘известной границе ставятся условия типа Стефана: 

[ш] =0, i=1, 2, xeS, (3.14) 

Ou | ТП 0 из Я я в |= iexp (= ). х=5, (3.15) 

с некоторыми условиями на определение свободной границы 5. 
В уравнениях (3.12), (3.13) поле скоростей v считается задан- 
ным, а условия сопряжения развязаны. Возможна квазиста- 
ционарная ‘постановка задачи (3.12) — (3.15). 

3.3. Задачи с неизвестными граничными условиями 

К Задачам со свободными границами тесно примыкают за- 
дачи, в которых область хотя и задана, но условия на границе 
OQ ставятся разные в зависимости OT: искомого решения. По- 
добные примеры рассмотрены в книгё [52]. Рассмотрим зада- 
чу о фильтрации с полупроницаемой мембраной. Предположим, 
что граница“`05 такова, что она позволяет поступать жидкости 
в область 2, но препятствует ее вытеснению. В простейшем 
случае (см. п. 1.3) давление и=р удовлетворяет уравнению 

Au=0, xeQ. _— (3.16) 

Пусть к QQ приложено давление ф(х). Предположим, что на 
некотором участке границы OQ давление с внешней стороны 
меньше, чем с внутренней, т. e. и(х)>ф(х). Тогда жидкость 
стремится покинуть ©, но мембрана на границе препятствует 
этому, и; следовательно, поток Ou/ON=0. Если u(x)<@(x), то 
Жидкость беспрепятственно втёкает в ©. В силу конечности по- 
тока на этой части границы имеем и(х)=Ф(х). Приходим к 
следующим KpaeBbIM условиям для уравнения (3.16): 

— x)= 0, xe AQL (u(x) > E(x), (3.17) 

и (х) =Ф(х), x Sd. (3.18) 

Таким образом, задача состоит в том, чтобы указать части 
границы 90, и OQ_, на которых выполнены условия (3.17) и 
(3.18) соответственпо.
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3.4. Задачи с уравнениями для свободной границы 

Достаточно обширный класс задач со свободными граница- 
ми удается свести к задачам, в которых уравнение свободной 
границы выступает в качестве искомого решения. Рассмотрим 
характерный пример задач этого типа: потенциальные течения 
несжимаемой жидкости в приближении мелкой воды [107, 
108]. Будем изучать плоское течение в неглубоком канале с 
неровным дном. Пусть уравнение дна имеет вид 

X2=—h(x,), (3.19) 

а уравнение свободной поверхности 

Х2 = U(X, Г). (3.20) 

Обозначим через и,(х!, #) компоненту скорости в направлении 
x;. Тогда система уравнений мелкой воды имеет вид 

2 
и 2% “и, —#) м Oy ah (3.21) 

Ox, g ot dx, 

Ous — Uy Ou, i ди (3 29) 

Ox, g д в 0’ | 
a=, 

где с — ускорение свободного падения. 
Определяющим моментом данной задачи со свободной гра- 

ницей (3.21), (3.22) является то, что правая часть уравнения 
неизвестной границы (3.20) явно входит в (3.21), (3.22), для 
которых ставится соответствующая начально-краевая задача. 

Отметим, что такой подход очень плодотворен и широко 
используется в гидравлике [109, 110]. Другой, более простой, 
пример задачи с дифференциальным уравнением для свободной 
границы — нахождение равновесной формы капли, мениска. 
В таких задачах (см., например, [111]) гидростатическое со- 
стояние определяется кривизной поверхности, поверхностным 
натяжением, что приводит в простейшем случае к обыкновен- 
ному уравнению второго порядка. Такие задачи представляют 
большой интерес в условиях пониженной гравитации [112]. 

\, 
3.5. Обратные задачи со 2вободными границами 

В данной работе будут рассмотрены некоторые вопросы 
приближенного решения так называемых обратных задач со 
свободными границами. Этот новый класс задач пока не нашел 
соответствующего отражения в литературе, что вызывает до- 
полнительный интерес к такого рода проблемам. 

_ Рассмотрим пример электроразведки постоянным током 
[ f13, 114]. Ha поверхности земли (рис. 12) имеется тонкий 

2 П.Н. Вабищевич
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электрод, с которого стекает постоянный ток. Потенциал' этого 
тока удовлетворяет уравнению. 

Au=—I6(x— Xo), x3<0, (3.23) 

где / — плотность: точечного источника тока, (x) — трехмерная 
дельта-функция, а хо — точка земной поверхности. На границе 
воздух— земля ставится условие ‘ 

ue x)=0, x, = 0. (3.24) 
ON 

Предположим теперь, что 
включение 8 (рис. 12) являет- 
ся диэлектриком (фундамент, 
основание и т. д.). Тогда на 
неизвестной границе диэлект- 
рика ставится. условие 

Рис. 12. Обратная задача электро- 
разведки: /1— электрод, 2’— земля, 
3 — включение, $ — его граныца. 

2 (х)=0, «eS. (3.25) 

При электроразведке постоянным током измеряется раз- 
ность потенциалов на земной поверхности, поэтому можно счи- 
тать, что помимо (3.24) задано условие 

u(x) = p(x), x3=0. (3.26) 

По измерениям (xX) возможно восстановить неизвестную -rpa- 
ницу S. 

Такая задача принадлежит к классу условно-корректных 
[115]. Она известна в’литературе под названием задача Коши 
для уравнения Лапласа. Особенность некорректной задачи 
(3.23) — (3.26), в отличие от рассмотренных выше, состоит в. 
том, что дополнительное условие, в данном случае (3.26), ста- 
вится не на самой неизвестной границе, а на известной части 
границы. Устойчивые методы численного решения некорректных. 
задач строятся на основе метода регуляризации Тихонова 
[115—1171. Для дифференциальных уравнений с частными про- 
изводными получил распространение метод квазиобращения 
[118].



ТЛАВА Il 

ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО 
УТОЧНЕНИЯ НЕИЗВЕСТНОЙ ГРАНИЦЫ 

$ 1. ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД ДЛЯ ЗАДАЧ С НУЛЕВЫМ ДЕФЕКТОМ 

1.1.. Постановка задачи 

Все методы решения задач со свободной границей относятся 
K итерационным в силу нелинейности этих задач. Здесь выде- 
лены методы, в которых идея последовательного уточнения не- 
известной границы проявляется наиболее зримо. Мы остано- 
вимся на задачах для эллиптических уравнений второго поряд- 
ка с нулевым дефектом. Методы приближенного решения за- 
‚дач со свободной границей, основанные на использовании Me- 
тода штрафа, фактически сводят задачи с ненулевым дефектом 
® залачам, рассматриваемым ниже. Это позволяет применять 
развиваемые итерационные методы и в других задачах сэ сво- 
бодной границей. | 

Рассмотрим простейшую задачу для эллиптического урав- 
нения второго порядка с х=0. В области @ решение u(x) 
удовлетворяет уравнению 

Lu=0, «eQ, (1.1) 

где Г. — эллиптический оператор с самосопряженной главной 
частью и нелинейными коэффициентами 

n 

lus у, a, (x, и) ou on, ay u, Du). (1.2) 

i,j=l } 

В задаче с нулевым дефектом коэффициенты a, аз в (1.2) pas- 
рывны на неизвестной границе $. Пусть на S u(x) =и*, т. е. 

$={х| хе, и(х)=и*}. (1.3) 

Тогда 

Q,={x|xeQ, и(х)>и*}, 
9_={х| хе, u(x) <u*}, 

а для коэффициентов используем обозначения 

at, ат, xeQ., 
a. а..— 4 (1.4) 
oT Van, a, XE QL. 

< 

2 *
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Пусть на свободной границе $ выполнены условия сопряжения 

[uJ =0, хе, (1.5) 

Js |=$6), хе5, (1.6) 
где, как и ранее, 

п 

ди ди 
— = у а;; (х, и) —cos(N, x;). 

i,j=l 

Предположим также, что на границе области OQ задано 
граничное условие первого рода | 

и(х) =Ф(х), xeaQ. (1.7) 

Дадим краткое описание возможных подходов к приближенно- 

му решению поставленной задачи со свободной границей 
(1.1) — (1.7). 

1.2. Последовательные приближения 

Задача (1.1) — (1.7) является нелинейной. Поэтому для ee 
приближенного решения необходимо. использовать итерацион- 
ные методы. В книге [119] подробно описаны основные подхо- 
ды для численного решения краевых ‘задач для нелинейных 
эллиптических уравнений. В рассматриваемой задаче имеется 
ряд особенностей, которые не позволяют использовать боль- 
шинство методов, описанных в литературе [119, 120]. 

Запишем задачу (1.1) — (1.7) в операторной форме: 

tu=F, (1.8) 

где 5/=5/ (и), причем в силу разрывности коэффициентов эл- 
липтического оператора при переходе неизвестной границы $ 
оператор 5, вообще говоря, недифференцируем. При записи 
краевой задачи (1.1) — (1.7) в форме (1.8) правая часть также 
может быть нелинейной, т. е. Я =F (и). 

Общий двухслойный итерационный метод, связывающий два 
приближения u®t!(x) и и*(х), для решения (1.8) можно запи- 
сать в виде 

+1 uel — yk Вы + Alut\ut=F (uh), k=0, 1s, (1.9) 

с некоторым заданным начальным приближением и(х). Схо- 
димость итерационного процесса (1.9) существенно зависит от 
выбора 4: и итерационных параметров Tr+41.
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В задачах типа (1.1)— (1.7) трудно априори указать опти- 
мальное значение итерационных параметров Tr41. Поэтому 
естественно исжользовать метод простой итерации, когда 
Tat+1=t=const. Простейший вариант этого ‘метода связан с по- 
следовательными приближениями по нелинейностям, когда ко- 
эффициенты эллиптического уравнения берутся с предыдущей 
итерации. Это соответствует тому, что в (1.9) 

Tai = 1, Brij=A (uP). (1.10) 

В более развернутой записи итерационный процесс (1.9), (1.10) 
применительно к (1.1) — (1.7) записывается в виде | 

п 

in ai; (х, ur) = tale, ut, Dut) =0 (1.11) 
= 

с граничным условием 

ии" (x) =ф(х), ХЕДО. (1.12) 

`Приближение S* для неизвестной границы S определяется по 
заданному приближению и*(х) согласно (1.3), т 

St={x|xeQ, и(х)=и*}. (1.13) 

Условия сопряжения на S* определяются из (1.5), (1.6): 

[и] =0, хе", (1.14) 
k-+1 

“3 | =) хЕ5*. (1.15) 
Vv 

Таким образом, Ha каждом итерационном шаге k+1 при 
использовании итерационного процесса (1.11)— (1.15) необхо- 
димо решить линейную задачу. Это можно сделать, применяя 
современные прямые и итерационные методы [121—123]. Не- 
однородность условия сопряжения усложняет ситуацию. Далее 
мы рассмотрим этот вопрос более подробно. Первая BO3MOX- 
ность связана с непосредствечной аппроксимацией неоднород- 
ных условий сопряжения при применении обычных разностных 
методов [124]. Другие возможности отмечены ниже в § 2и 
$ 3. Начнем с простейшей одномерной задачи. 

1.3. Конечно-разностная аппроксимация условий сопряжения 
в одномерном случае 

Рассмотрим модельную одномерную задачу для обыкновен- 

HOTO дифференциального уравнения второго порядка Ha интер- 
вале (0, р:
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a — k(x) —g(x)u=—f(x), xe, 1, (1.16) 

где k(x) >Ро>0, с простейшими граничными условиями 

и(0)=ш, и( =» (1.17) 
Пусть при x=€ ставятся условия сопряжения 

[Ш] =0, jx) =p, «=, (1.18) 
x 

где 

[r] =r(x-+0) —r(x—0). 
Для построения разностной схемы для задачи (1.16)—(1.18) 

введем разностную сетку с постоянным шагом A 

Gn={x=x;=ih, i=0,1,...,N, М =Й 

и применим интегро-интерполяционный метод [124]. Пусть Ё= 
=х»-+ 9 И, где —1/2<0< 1/2, т. е. 

Хр—1/2 Е «Хр+и. 

Проинтегрируем уравнение (1.16) по отрезку ЖАН, 

где i=1, 2,...,N—1, isp. Пусть w (x) = —k (x) —, тогда, 

используя стандартные обозначения теории разностных схем, 
получим 

Я 1--1/2 

ро j= j (g(x) и (x) —f (x)) ах. (1.19) 
*i—1/2 

„Пусть ий (x) =u"; при хе, а и (х) =Шй при 

Xi Sx ле. Тогда 

*i 41/2 Xi 44/92 

q (x) ut (x) dx = ваши, dy = — | g (x) ах. (1.20) 
*i—1/2 *i—1/2 

На отрезке ххх; проинтегрируем равенство 

du __ w(x) 

dx k(x) ’ 

получим 

h Ё 
h yh — Ш), 4 9 ut, ш= { = р | cor (1.21) 

—1 *i—1
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Из (1.21) вытекает 

hyp 
zit = —Qi “i “im! (1.22) 

Из (1.19)—(1.22) получим для всех внутренних узлов, кро- 
ме г=р, следующую разностную схему: 

(aurz) „—4и'=-—ф, ХЕЕФь, ХХ», (1.23) 

где 

*i+-1/2 

9 (xi) =— | f (x) ах. 
*i—1/2 

Tipu интегрирдвании OT Хр—1/2 ДО Xp4i/e имеем при X=—Xp 

*p+1/2 ‘io! Е ih *p+1/2 it 

| oe dx = | a dx + | a de = 
. dx, dx ах ` 

Хр—1/2 Хр—1/2 E 

= Wi — epi lo"). 
Вместо (1.19) получим 

*p41/2 | 

р + = J) (q(x) (9—1 (9) de. (1.24) 
р—1/2 

Учитывая условия сопряжения (1.18), с помощью аналогичных 
выкладок получим разностную схему для всех внутренних уз- 
лов сетки №»: 

. 8; 

(аи), — аш = ФФ, (1.25) 
где 

1, t= ) 

р 0, isp. 

Уравнение (1.25) дополняется граничными условиями, опреде- 
ляемыми (1.17): 

=, им = Ue. (1.26)
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Таким образом, при аппроксимации неоднородного условия 
сопряжения (1.18) получим разностную задачу (1.25), (1.26) 
с сеточной 6б-функцией в правой части (1.25). 

1.4. Двумерная задача сопряжения 

Несколько сложнее ситуация в двумерном случае. Чтобы не 
усложнять изложение, ограничимся следующей задачей в поя- 
моугольнике ©: 

= {х|х= (x1, x2), 0<х.<, а=1, 2}. 

Функция u(x) удовлетворяет уравнению Лапласа 

Ан=0, хе, (1.27) 

с граничным условием первого рода 

и(х) =$(х), xedQ, (1.28) 

и условиями сопряжения на границе $ 

[u] =0, ln | == p(x), xe S. (1.29) 

Для построения однородной разностной схемы для постав- 
ленной задачи (1.27) —(1.29) применим интегро- интерполяци- 
онный метод. В © введем сетку, равномерную по обеим пере- 
менным х1 H Xo, 

On=Ont в = {X= (жь X25) = (thy, jhe), 

[=0, 1,..:, М, 1=0, I,..., No, Nahe =, a=1, 2}, 

где Wp —‘множество внутренних узлов, a Yr — граничных. | 
Рассмотрим несколько характерных случаев. Ограничимся 

задачами со спрямленными участками кривой сопряжения 
(рис. 13). Выделим прямоугольник шириной № и высотой he 
с центром в узле [125]. Проинтегрируем по нему уравнение 
(1.27). С учетом обозначений рис. 13 получим 

3 4 5 h awh h 
Ou dx + | o dc + ( Ou dt — 
Ox, Ox OX» 

3 

| ди" dv + Ou nt ди" ат —0 
2 \ a | (=n | (xo) a 

6 6 6 
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С учетом усл9вий сопряжения (1.29) имеем 

ди" duh ди" 
— _ — 1.31 

[а | №` ), (KN )_=9@ (1.91 
Используя (1.31), получим 

И — | 455740) AS, (1.32) 
6 

где AS — длина участка границы сопряжения (6.3). Имеем 

duh дий дип 
= cos(N, x 

ON. ( 2) + at 
со$ (т, x 

хо. (т, a), 

где cos(N, x.) — косинус угла между нормалью М и осью хо 
(рис. 13). Используя непрерывность касательной производной, 
получим в точке 9 

> 

| >. ).-( >. )_= —'P (X) COS Pp, (1.33) 
OX» дхо 

re фо — угол между касательной к границе и осью хо. Прини- 
мая во внимание, что в точке 9 

( ди h 
~ yh, 

Ox, J+ *2 

при интегрировании по отрезкам (2.3) и (3.4) получим 

: Ault | | 5 dt = ut (hy — Ам), (1.34) 
2 x: 

rae Лз. — расстояние между точками 3 и 4. С учетом (1.33) 
имеем 

4 

дий | бт = (uh, + 4p (x) COS Gp) Ам. (1.35) 
3 

Хо 

Для точки 6 аналогичные рассуждения дают равенство (1.33) и 

дий (ot) ut, 

: дий | Sn at tg, (Fy Aaa), (1.36) 
5
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OX» 

h 

| ou de = (ut, —1p (2) c08 Фо) Ан (1.37) 
6 

Подстановка (1.34) — (3.37) в (1.30) — (1.32) дает 

— te hy + Ux,hy + ий, ий, + 

+ tp (x) AS + (4) cos Фу (Аз + Ag) = 0. (1.38) 

Для длины участка границы сопряжения AS имеем 

AS = ho/sin Qo. 

Очевидно, 

Аза + Ав = hy — he ctg фо. 

Поэтому 

AS + (Аза Ав) COS Po= hy COS фо- hy sin Фо. (1.39) 

Далее подставляем (1.39) в (1.38) и получаем следующее 
уравнение: 

h ho hy COS Фо ++ Az sin Po Wie, Ни, = P(A (1:40) 
Таким образом, при прохождении линии сопряжения так, 

как показано на рис. 13, в разностном уравнении появляется 
правая часть 

Е (x) _ p(x) h, cos и sin Фо 

112 

Вторая возможность поведения границы сопряжения’ пока- 
зана на рис. 14. Интегрирование` по выделенному прямоуголь- 
нику дает 

2 дий 3 ult / dul {af des uh, | (Su) oe. (1.41) 
1 

Ox, Ox, “1 Ox, A 

Имеем 

ди ди" (24) (24) то (1.42) 
Oxy /+ 0x, /— \ 

Из (1.41), (1.42) получим 

2 3 
h h . 

и (de = м) Arg sin Gy, 
Ox, дж “ 

1 2



§ 1. Итерационный метод для задач с нулевым дефектом 43 

Отсюда вытекает равенство, аналогичное (1.38): 

hyhy (uz, + ue.) + p(x) (AS + Аль соз P+ Ат) =0. (1.43) 

Нетрудно видеть, что (1.43) приводит к тому же самому ypaB- 
нению (1.40). 

D2 

. Zz 
h, / 

/ h 
fn 3 / * и 

2 pe An - — — у 4 7 

2, 42_! 3г----- VA 5 

| A\? | 4 45 

; 10. ly fry Dy L\ _ ——— 

| ом 12 av 9) ВЫ | | | 7 yt ---15 / | | 

16 7 yteu-4---- 46 
/ 

/ | 

Рис. 13. Аппроксимация условий Рис. 14 
сопряжения: AS=Ag3 — спрямлен- 
ный участок границы сопряжения 
S, М — нормаль к AS 

Третья возможность (рис. 15) приводит к разностному урав- 
нению 

и. „и, = —F (x) (1.44) 

с правой частью 

F (x) =1p(x) aoe | (1.45) 

И наконец, может иметь место ситуация, изображенная на 
рис. 16. Аналогичные выкладки дают уравнение .(1.44} с правой 
частью F (x) =0. 

Объединение рассматриваемых возможных случаев прохож- 
дения границы сопряжения дает разностное уравнение (1.44) с 

Ssh COS Po + Sj she sin @ P (x) =p (1) (1.46) 

Здесь §;;=0, если кривая $ не пересекает х=х; в выделенном 
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прямоугольнике, и Ois=1, если пересекает. Аналогично опреде- 
ляется и bjs. 

Более удобная для численной реализации аппроксимация 
неоднородных условий сопряжения (1.29) связана с уравнением 

7, 

,] 2) 
. > 4,9 

5 Lor Va 

2 ra / 
AS 

ope —- : O— > 2, AS | 

- 0] hy у enn oneal —_ о—> 

| и о] Л, 7 

1 6 

1 & 

Puc. 15 Рис. 16 

(1.44), для которого правая часть определяется с помощью 
соотношения 

F (x) ="p (x) ae (1.47) 

Она может быть получена, например, с использованием резуль- 
татов § 3 или же полностью аналогично рассмотренному слу- 
чаю (1.46). ̀ 

Разностная задача (1.44), (1.47) очень близка к одномерной 
задаче (1.25). Здесь также введена сеточная дельта-функция, 
но в данном случае она двумерная. 

5 2. МЕТОД АДДИТИВНОГО ВЫДЕЛЕНИЯ ОСОБЕННОСТИ 

2.1. Класс задач 

Рассмотрим задачи со свободной границей и нулевым дефек- 
том, которые сводятся к решению уравнений 

Ги Фи-а(х, и, Du) =0, хе, (2.1)
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Фи= 9 ao (x) (2.2) 

линейный эллиптический оператор. Хотя класс задач, описы- 
ваемый уравнением (2.1), и ограничен, но достаточно важен на 
практике. Сразу же заметим, что описываемый ниже метод 
может применяться и для более сложных задач. Второе заме- 
чание касается того, что к уравнениям (2.1), (2.2). сводятся 
задачи для квазилинейных эллиптических операторов (1.2), 
имеющих главную часть 

п 

У д а; (х, и) ди 

ax, 1’ бд" 
i,j=l 

при дополнительном условии, ЧТО 

ai; (x, и) =a; (x)b(u), 6 (и) >0. 
Для такого перехода достаточно ввести вместо U(x) новую 
функцию U=U(U) с помощью соотношения 

v(u) = f 6(&)d&. (2.3) 

Замена (2.3) удобна при приближенном решении задач типа 
Стефана (см. $ 4), а также при их математическом анализе 

[126]. - | 
Уравнение (2.1) дополним краевым условием Ha OQ, напри- 

мер, 

u(x) =ф(х), хедО. (2.4) 

Как и ранее, будем считать, что свободная граница разде- 
ляет область Q на две подобласти @. и -Ф и на ней u(x) =и*. 
На $ выполнены условия сопряжения 

[#] =0, |] =$ 69, хе 5, . (2.5) 

где д/0у определяется согласно $ 1. 

2.2. Аддитивное выделение особенности 

Рассмотрим вопрос о выполнении условий сопряжения (2.5) 
при приближенном решении задачи со свободной границей
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(2.1) — (2.5). Для этого представим решение u(x) в виде суммы 
двух функций: 

u(x) = (х) +2(х). (2.6) 
Выберем 2(х) так, чтобы для w(x) условия сопряжения на $ 
были однородны. Таким образом, необходимо построить функ- 
цию 2(х), достаточно гладкую в О; и Q_, где u(x)>u* и 
u(x) <и* соответственно, и чтобы выполнялись условия 

[z] =0, I | — p(x), хаб. (2.7) 

Выбор функции 2(х) может быть сделан различными спосо- 
бами. Например, укажем такой прием. Пусть 2(х) =0, хеО_. 
В области Q4 определим 2(x) как решение задачи 

Ф2=0; хе Qu, (2.8) 

z(x)=0, —=(x)=p(x), xe. (2.9) 

Задача (2.8) — (2.9) является задачей Коши для эллиптиче- 
ских уравнений и принадлежит к классу условно-корректных 
[115—118]. Для ее решения можно использовать различные ре- 
гуляризующие алгоритмы. Мы не будем их здесь обсуждать. 
Некоторые возможные подходы ‘рассматриваются в гл. VI. 
С другой стороны, применение такого метода для построения 
функции г(х) может оказаться малооправданным. 

Методы, в которых решение задачи u(x) представляется в 
виде (2.6), с‘выбором 2(х), удовлетворяющей соотношениям 
(2.7), мы будем относить к методам аддитивного выделения 
особенности на свободной границе. 

2.3. Метод потенциалов 

Рассмотрим второй вариант построения функции 2(х). 
Пусть G(x, у) — фундаментальное решение оператора 57, оп- 
ределяемого (2.2). Некоторые известные фундаментальные pe- 
шения можно найти в книге [127]. Следует заметить также, 
что мы можем вместо G(X, у) взять его главную часть, извест- 
ную в теории эллиптических уравнений как функция Леви [101, 
128]: ` 

Возьмем 2(х) в виде потенциала простого слоя: 

2(х) = } p(y) G(x, ум. (2.10) 
5 

Исходя из основных свойств потенциалов [128, 129], легко
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убеждаемся в справедливости условий сопряжения (2.7) на $5. 
Сама функция 2(х) удовлетворяет уравнению 

ЗРа==0 (2.11) 

во всех точках области 2, кроме свободной границы о. 
Очевидно, что метод потенциалов можно использовать и в 

случае, когда и сама функция 2(х) разрывна, т. е. когда оба 
условия сопряжения на неизвестной границе неоднородны. 
В этом случае 2(х) определяется как сумма потенциалов прос- 
того и двойного слоя. Аналогично [130] могут быть рассмотре- 
ны и более сложные условия при переходе границы 5. 

С учетом (2.10), (2.11) и представления (2.6) для функции 
w(x) получим уравнение. 

Фи-а(х, wt+z, D(w+z))=0, хеФ, (2.12) 

< граничным условием 

w(x) = (x)—2(x), хед9, (2.13) 
где z(x) уже определена. Существенно, что задача (2.12), 
(2.13) для w(x) не содержит особенности на границе сопряже- 
ния ©, так как выполнены однородные условия 

&» [4] =0, | |= ‚ xe, (2:14) 

Особенностью предлагаемого метода потенциалов при pea- 
лизации метода аддитивного выделения особенности на свобод- 
ной границе является то, что приходится расечитывать потен- 
циал 2(х) во всех узлах сетки, покрывающей расчетную об- 
ласть Q. Это приводит к значительным затратам машинного 
времени, так Kak при числе узлов по одному направлению, 
равном JN, для вычисления потенциала 2(х) в двумерном слу- 
чае требуется О (№) арифметических. действий. Вычислитель- 
ный алгоритм решения всей задачи должен учитывать такую 
специфику прямого вычисления поверхностных потенциалов. 

Здесь уместно сделать следующее замечание. В настоящее 
время сформировалось направление в вычислительной матема- 
тике по экономическому вычислению значений потенциалов на 
основе решения краевых задач. Применительно к задачам рас- 
чета объемного позенциала в физике плазмы и гравиметрии 
такой подход описан в работах [79, 131]..В 1132, 133] та же 
идея применяется для расчета значений потенциала простого и 
двойного слоев. Использование этого метода позволяет рассчи- 
тывать-значения 2(х) внутри Q при M=A, n=2 за О (№?) ариф- 
метических действий. ..
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$ 3. МЕТОД СГЛАЖИВАНИЯ В ЗАДАЧАХ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 

3.1. Обобщенная формулировка задачи с нулевым дефектом 

Рассмотрим задачу со свободной границей (1.1)— (1.7), ко- 
торая обсуждается в $ 1. Для этой задачи в § 1 рассматрива- 
ется метод непосредственной аппроксимации условий сопряже- 
ния (1.6), ав § 2 — метод аддитивного выделения особенности 
с использованием, например, теории потенциала для линейных 
эллиптических уравнений. Здесь мы дадим обобщенную форму- 
лировку задачи (1.1)— (1.7) без явного выделения свободной 
границы. Это позволяет при приближенном решении таких за- 
дач использовать схемы сквозного счета. 

Рассмотрим в области Q уравнение вида 

Lu= —p(x)8(u—w") x EQ, (3.1) 

где 6(u) — дельта-функция. Покажем, что для задачи (3.1), 
(1.7) реализуются условия сопряжения (1.6) на границе 5. 
Для этого выделим малый участок @Q вблизи границы $ 

(рис. 17). Проинтегрируем урав- 
нение (3.1) по выделенному уча- 
стку при достаточно малом зна- 
чении числового параметра n>0. 
Напомним необходимую при 
дальнейших построениях форму- 
лу Гаусса-— Остроградского 

Рис. 17. Область интегрирования вбли- 
зи участка свободной границы $ 

| OP dy = | р соз (М, хь) dt, (3.2} 
OXp 

9, 92. 

где N — внешняя нормаль к OQ}. 
Интегрирование уравнения (3.1) дает 

u*+n T u*+n T au 

— __ —y*) —-~ dx. 3.3 \ { Lads | [9695 и*) ON dx (3.3) 

u*—-7 0 u*—n 0 

Интеграл в правой части (3.3) преобразуем следующим обра- 
30M:
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u*+n T 

p(x) ши") _ aN dt = 

u*—yr 0 

ит T 

Fear dae | (3.4) 
и*— 0 

так как для нашей области интегрирования dx=dNdv и на rpa- 
нице u(x) =и* справедливо ди= (ди/9М) ам. 

Для левой части (3.3) имеем 

ит T 

| Ludx=1,+y. (3.5) 
u*—yr 0 

При n—0 для J; с учетом формулы (3.2) получим 

u*+rn T n 5 9 

h= | [Узи d= 
Ox; Ox; 

и*—10 1,/=1 

T 4. 
== | (4 (x, ut) cos (М! x)) dt + 

1] 
0 

T 

+ Az; (Х, u~) < — cos (МТ, х)\ dt | } 
Принимая во внимание то, что №=М и Nt=—N (см. рис. 17), 
получим при 1-—>0 равенство 

\ T 9 

L=—| ( (5; —(+) ) 4, «eS. (3.6) 
e ov + ov — 

0 

Из ограниченности решения u(x) и его первых производных 
при \—0 вытекает 

u*+n Т 

[== | { a(x, и, Du) dx =0. (3.7) 
и*—1 0 

Подставляя (3.6), (3.7) в (3.5), получим при 1->0 

u*tn Т 

) сре —| [8 o | 4 т. (3.8)
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При подстановке (3.4) и (3.8) в (3.3) имеем 

T 

if | i= force хе ФЗ. (3.9) 

0° 0 

В силу произвольности участка (0, Т) границы $ из равенства 
(3.9) вытекает, что на границе S выполнены условия сопряже- 
ния (1.6). 

Таким образом, показано, что вместо задачи (1.1) — (1.7) 
можно рассматривать эквивалентную ей (3.1), (1.7). 

Уравнение (3.1) не совсем удобно для использования при 
приближенном решении поставленной задачи со свободной. гра- 
ницей. Оно содержит в правой части нормальную производную 
от решения на неизвестной границе, что предполагает выделе- 
ние этой границы и построение нормали к ней. Поэтому для 
уравнения (3.1) нельзя, вообще говоря, построить схему сквоз- 
ного счета. Однако с учетом определения свободной границы 
согласно (1.3) и поведения решения при переходе S имеем 

oH _igul, хаб. (3.10) 
ON 

Равенство (3. 10) позволяет записать уравнение (3.1) в более 
приемлемой форме: 

швеи) (У (24 ou yy)" xe Q, (3.11) 

так как 

п 

[ум = У, (55). 
i=l 

3.2. Сглаживание 6-функции 

Численное решение уравнения (3.11) с условиями (1.7) на 
границе связано с тем или иным способом «размазывания» 
б-функции в правой части. Процедура сглаживания подробно 
paccMOTpeHa~B литературе, посвященной численному решению 
задач типа Стефана (см., например, [10, 11]). Поэтому мы не 
будем касаться здесь достаточно частных вопросов о выборе 
ширины интервала размазывания, выборе аппроксимационной 
формулы и т. д. Отметим лишь некоторые общие` моменты. 

Вместо (3.1) будем рассматривать уравнение 

= (x) 5. (и. и*) |уи.|, EQ. (3.12)
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В простейшем случае 

\ * 
— Uu.—u |< &, 

ыы и) | г Wwe |< (3.13) 
0, |u,—u"|>e. 

В практических расчетах часто используется параболическая 
аппроксимация 

3 i (иг — u*)? ` * 
— |1 — , |u,—u'| <eé, 

6, (иг и”) -| Ag ( 82 в | 

0, |ue—u"| в. 

‚ Следует заметить, что, как показывают численные экспери- 
менты по решению задачи Стефана, точность приближенного 
решения слабо зависит от выбора той или иной аппроксимаци- 
онной. формулы для 6-функции, в частности от выбора 6, (и) 
в виде (3.13) или (3.14). Более существенное влияние оказы- 
вает ширина размазывания в, которая в значительной степени 
определяется используемой расчетной сеткой. 

(3.14) 

3.3. Задачи типа Стефана ` 

Задача Стефана (см. $ 1 гл. I) имеет определенные осо- 
бенности. В квазистационарном приближении функция p(x) в. 
условии (1.6) имеет вид 

ip (%) = фо (4) cos (М, 0), (3.15) 

где [ — некоторое заданное направление. В данном случае 
< учетом (1.3) имеем 

= cos (М, 1). (3.16) 

Из (3.1), (3.15) и (3.16) следует 

Lu= фирм). (3.17) 

В задаче Стефана направление / определяется заданным 
вектором Vo. Поэтому уравнение (3.17) переписывается в виде 

Ги = —ф, (x) 5 (и— и*) (му) и, (3.18) 
где 

фи (X) =фо(х) 96|. 
Таким образом, мы пришли к известной обобщенной форму- 

лировке задачи Стефана. В квазистационарном случае мы по-
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дошли к этому с несколько более общих позиций, когда задача 
Стефана является частным случаем задач со свободной грани- 
цей для эллиптического уравнения. 

$ 4. ПРИМЕР 1. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ КВАЗИСТАЦИОНАРНОЙ 

ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ СТЕФАНА 

4.1. Постановка задачи 

Рассмотрим в качестве примера применения метода адди- 
тивного выделения особенности осесимметричную задачу Сте- 
фана, которая моделирует зонную плавку цилиндрического 
кристаллического стержня. Мимо источника тепла с постоянной 
скоростью Vo движется цилиндрический стержень (рис. 2, гл. Г). 
Выделим участок стержня 0<х.<[, на котором сказывается 
влияние источника тепла, и будем считать, что на его боковых 
сторонах температура постоянна и равна температуре окружа- 
ющей среды Up. На плоскости (Х1, х2) тепловой процесс с фа- 
зовым переходом из одного состояния вещества в другое описы- 
вается следующими безразмерными уравнениями (см. (1.1) — 
{1.5) гл. Г: 

ео) remo, в 
[#] =0, [9-5 | = Pe St cos (№ х.), xES, (4.2) 

тде плотность и коэффициенты теплопроводности и теплоемкос- 
ти предполагаются в общем случае зависящими от темпера- 
туры и разрывными на границе фазового перехода S, где 
u(x) =u*. На боковых сторонах 

u(x, 0) = Ио, и (Х1, Is) = Uy. (4.3) 

Ha pepsi границе при x,=1 задан поток тепла 

| (u) =KrQ(x%), %,=1. (4.4) 

На оси выполнены условия 

ди 

дх1 

—=0, x,=0. (4.5) 

Определяющие безразмерные параметры Pe, St, Кг введены 
следующим образом: 

Pe=|v,|/, 2%, sta—“ 3, Кг= 9 0171 Ь ) * ) * 9 

0 Собой Rou
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где Ro, Co, о=А, с, p(u*+0). В безразмерных переменных pac- 
четная область Q представляет собой прямоугольник 

Q={x|x= (x1, Xo), 0<x,<l, 0<х.<[}. 

4.2. Метод решения 

Для численного решения задачи (4.1)— (4.6) используем 
метод аддитивного выделения особенности, рассмотренный 
в $ 2. Вводя преобразование Кирхгофа [126], для новой не- 
известной функции 

o(u)= (а 

получим следующую краевую задачу: 

= _ [= >.) + р = Рено) >, ‚ ЕО, (4.6) 

[vo] =0, ЕЯ = Ре $005 (М, %), xe S(v=0'), (4.7) 

v(x, O)=N, V(X, 2) =1ь, (4.8) 

Fe = Kr Qn), x,=1, (4.9) 

х, >, =0, x,=0. (4.10) 

Здесь использованы обозначения 

1 Ио 

| с (и) р (и) . 
м (9) = » U = | R(E)dE, Ny = \ 2 (8) dE. Ho 

Будем искать решение задачи в виде 

v(x) =w(x) +2(х), (4.11) 
где 2(х) — потенциал простого слоя: 

z(x)=| B(y)G(x, y)dr, (4.12) 
5 

здесь G(x, у) — фундаментальное решение уравнения Лапласа. 
осесимметричном случае оно имеет вид 

G(x, y)=——t ко. (4.13) 
x
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В (4.13) принято 

т 4x1 

7 (X1 ++ 91)? + (%2 — Ye)? , 

а через K(¢) обозначен полный эллиптический интеграл перво- 
го рода: 

п/2 

_ dg / 
| V¥1—#sin’@ ’ msl 

С учетом свойств потенциала простого слоя (4.12), положив 

B(x) =Ре ЗЕ соз (М, х2), (4.14} 

удовлетворим условиям (4.7) на границе фазового перехода $. 
Функция W(x) не имеет особенностей в © и является реше- 

нием уравнения 

19 (= ow )+ oY _ Pep (w +z) РА, (4.15) 
хм Ox, OX, дх> дхо 

Из (4.8) — (4.10) вытекают краевые условия для уравнения 
4. 

(хи, 0) ="о—2(х1, 0), W(%1, 6) =п— 2 (1, 15), (4.16) 

0% КгО (х)— 2, ж 1, (4.17) 
Ox, Ox 

xy =0, x, =0. (4.18) 
xy 

4.3. Численная реализация метода 

Для численного решения задачи (4.6) — (4.10) используем 
итерационный процесс последовательного уточнения неизвест- 
ной границы раздела фаз, который проводится в несколько 
этапов. ` | 

1) Пусть имеется k-e приближение для функции 9(%) в `об- 
ласти ©, причем v°(x) задается достаточно произвольно. Со- 
ответствующее приближение для свободной границы обозначим 
через. 5*, где 

St={x|xeQ, v* (x) =и*}. 

Тогда в соответствии с (4.12) имеем 

2" (x) = } B*(y)G(x, y)dt, хе, (4.19) 
$ 

где плотность потенциала определяется согласно (4.14).
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2) Следующее (k+1)-e приближение для w*t!(x) определим 
из решения линейной задачи 

Е 2 REI k+l) op 

7 2 (x, —) + SS = Pep (vt) SD, (4.20) 
xy Ox, OX, дх> OX» 

etl (x4, 0) =o—2* (1, 0), wre! (X1, ly) = no—z* (x1, Is), (4.21) 

a RTI 

= =KrQ(%)—, x=1, (4.22) 
Ox, А 

в--1 

x, 22 =0, x,=0, (4.23) 
9х1 

которая получена из (4.15) — (4.18). 
3) Положим 

vet! (x) = wet! (х) +2 (x), хе (4.24). 

и по этому приближению найдем (k+1)-e приближение для $ 
HT. д. 

Итерационный процесс (4.19) — (4.24) проводится до дости- 
жения необходимой точности в в определении функции U(x), 
а именно до выполнения условия 

max |0! (x) —v* (х) [< e max Jv* (х)|. 
хо xEQ 

Задача (4.20)—(4.23) решается численно с использованием 
разностных методов. Используется внутренний итерационный 
процесс с обращением разностного оператора Лапласа с по- 
мощью прямого метода разделения переменных и быстрого пре- 
образования ‘Фурье [119]. Расчет границы раздела фаз прово- 
дится с помощью линейной интерполяции по значениям U(X) 
в узлах сетки. Процедура вычисления температуры u(x) по 
значениям вспомогательной функции v(x) в случае, когда 
Е (и) — кусочно-постоянная функция с разрывом при и=и*, 
не вызывает затруднений. В более общем случае расчет и осу- 
ществляется на каждой А-й итерации с помощью интерполяции 
по достаточно подробной таблице значений 9(и:), 1=1,2,.., М, 
в предположении, что на каждом отрезке [и им] коэффици- 
ент теплопроводности ^(и) линеен. 

4.4. Результаты расчетов 

В приведенных ниже примерах использованы следующие за- 
висимости коэффициентов от температуры: 

р [овес u< i, 0,15и + 0,63, u< 1, 
(и) = 1, u> 1, c(u)e(u) = l, ud.
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Рис. 18. Изотермы u=const для задачи Стефана с параметрами 
St=0,25, Pe=0,5, Kr=1 

т, 

1 

zz. 

Рис. 19. Граница расплава при различных значениях числа Кирпи- 
чева Kr(St=0,25, Ре=0,5): 1 — Кг=0,75; 2— 0,9; 8—1; 4— 1,25; 
5 — 1,5 

В граничных условиях (4.3), (4.4) ш=0,15, а мощность тепло- 
вого источника моделируется зависимостью 

x, — 0 \8\—1/2 

aca (1+ (A) 
причем х20=0,5 lo, ro=0,25. 

Расчеты проводились на сетке (83X33) в прямоугольнике < 
с [2-=3. Выбор такой величины [ обусловлен необходимостью: 
того, чтобы влияние боковых границ не сказывалось на изотер- 
ме плавления. Проведенные численные эксперименты показали 
быструю сходимость предложенного итерационного процесса и 
хорошую точность развиваемого метода на тестовых задачах.
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Рис. 20. Влияние числа Пекле на границу раздела фаз при St=0,25, 
Кг=1: 1 — Ре=0; 2 — 0,25; 8— 0,5; 4—1 

= 

“| 

; И 
0 7 

Рис. 21. Зависимость границы расплава от числа Стефана при Pe=0,5, 
Kr=1: 1— St=0; 2 — 0,125; $ — 0,25; 4 — 0,5 

a fy 

На рис. 18 изображены изотермы с шагом §6u=0,1 для ос- 
новного варианта с Ре=0,5, St=0,25, Кг=1; выделена граница 
раздела фаз. На рис. 19 нанесены изотермы плавления для 
задач с постоянными параметрами. Ре=0,5, St=0,25 и с изме- 
няющимся числом Кирпичева, характеризующим мощность теп-



58 Гл. Il. Последовательное` уточнение неизвестной границы 

лового источника. Уже при значении Кг=0,5 расплавленная 
зона отсутствует. 

Влияние числа Пекле проиллюстрировано на рис. 20. Заме- 
тим, что при увеличении Ре, что соответствует увеличению 
скорости движения стержня, область расплава уменьшается 
и смещается в сторону движения стержня. Аналогичную карти- 
ну, хотя и менее выраженную, наблюдаем при изменении числа 
St (рис. 21). Некоторые дополнительные „факты по решению 
задачи Стефана в квазистационарной постановке можно найти 
в работах [134, 135].



ГЛАВА Ill 

ПЕРЕХОД К НОВЫМ ПЕРЕМЕННЫМ 

$ 1. ОДНОМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ 

1.1. Постановка задачи 

Рассмотрим следующую простейшую одномерную задачу со 
<вободной границей. На интервале (0, Е), где Е — неизвестная 
граница, функция u(x) удовлетворяет уравнению 

= k(x) * —q(x)u=0, 0 x < , (1.1) 
dx dx 

где k(x)>ko>0, 9(х)>0. К уравнению (1.1) добавим гранич- 
ное условие 

и (0) =0, (1.2). 

а на свободной границе 

+ du 
ии”, (=a, (1.3) 

dx 

Предположим для определен- 
ности, что u*>0, и поэтому Ч | 
^>0. Качественное поведение ре- | 
шения отображено на рис. 22. и ie 

Рис. 22. Решение одномерной задачи 0 > 
co свободной границей (1.1)—(1.3) 5 = 

1.2. Преобразование Ландау 

Естественным шагом при решении задачи (1.1) — (1.3) явля- 
ется замена переменных такая, чтобы в новых переменных рас- 
четная область была фиксированной. Простейшая замена пере- 
менных этого класса носит название преобразования Ландау и 
имеет вид 

Очевидно, что в этом случае пе (0, 1). Замена переменных
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(1.4) в работах [17, 18], посвященных приближенному реше- 
нию задач типа Стефана, носит название метода выпрямления 
фронтов. В силу (1.4) имеем 

а уравнение " в новых переменных принимает вид 

и (#8) —9 En) B=, OS NCI. (1.5) 
Условия (1.2), (1.3) записываются следующим образом: 

о (0) =0, (1.6) 

v(1)—u*, (1) =EA. (1.7) 
dy 

В (1.5) —(1.7) использованы обозначения о (1) =и (Ёп). В зада- 
че (1.5) — (1. 7) присутствует неизвестный параметр £, который 
выбирается так, чтобы удовлетворить одновременно двум усло- 
виям (1.7) на правом конце. Для решения (1.5) — (1.7) можно 
использовать итерационный процесс последовательного уточне- 
ния неизвестного значения & (свободной границы). При извест- 
ном Е* решается краевая задача 

ae вт) 40 \ cen (ERE nk — (EGS ) —9 (En) Po = 0, OS <1, 
v®(0) =0, v#(1) =u*. 

Уточнение & проводится с использованием второго граничного 
условия (1.7): 

вт | На). 
Такой итерационный процесс применяется. при численном 

решении одномерных задач со свободной границей типа (1.1) — 
(1.3). Однако использование преобразования Ландау в двумер- 
ных задачах сопряжено CO значительными вычислительными 
трудностями, что ведет к сравнительно нечастому его примене- 
нию в практических расчетах. 

1.3. Обращение переменных.. 

Другой тип преобразований, которые фиксируют расчетную 
область в задачах со свободной границей, связан с тем, что за- 
висимая переменная становится независимой. Поясним сказан- 
ное на примере задачи (1.1) — (1.3). В силу монотонности u(x}
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(см. рис. 22) функция х(и) будет ‚однозначной. Поэтому в зада- 
е (1.1)— (1.3) можно в качестве независимой переменной взять. 

и. Тогда искомой функцией будет х(и). О такой процедуре мы 
говорим как о методе обращения переменных — зависимая пе- 
ременная стала независимой и наоборот. Такое название введе- 
но в работах [81, 82] при рассмотрении задач теории МГД-рав- 
новесия. 

Если иметь в виду задачи большей размерности, то наибо- 
лее известным преобразованием такого типа следует считать. 
преобразование годографа, введенное еще С. А. Чаплыгиным 
[136]. Преобразование годографа и близкое ему преобразова- 
ние Лежандра широко используется при исследовании вопро- 
сов разрешимости и регулярности задач со свободной границей. 
(см., например, [53]). 

Запишем задачу для новой функции х(и). Простые выклад- 
ки приводят к выражениям 

а ах \—! | 

=) > | (1.8) 
Ри ` ‘dx \—3 а2х | 

ах? — —(= du ‘du? (1.9) 

Подстановка (1.8), (1.9) в (1.1) приводит к следующему квази- 
линейному уравнению: 

— > (x) [= tau ( <-) =0, O< uu’. (1.10} 

Из (1.2) имеем 

х (0) =0, (1.11} 

а второе условие (1.3) дает. 

& (yt) 4 (1.12) 
du 

Задача в новых переменных (1.10)—(1.12) характерна тем, 
что трудности со свободной границей трансформировались 
в нелинейность уравнения (1. 10) для х(и), хотя исходное урав- 
нение (1.1) является линейным. Это плата за то, что в новых 
переменных расчетная область фиксирована. Далее мы оста- 
новимся на использовании метода обращения переменных 
в двумерных эллиптических задачах. 

Для приближенного решения квазилинейной краевой задачи 
(1.10) — (1.12) можно использовать различные итерационные 
методы. Простейшая линеаризация связана с тем, что нелиней- 
ные коэффициенты в уравнении (1.10) берутся с предыдущей
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итерации. Это значит, что для определения нового (k+1)-ro 
приближения решается краевая задача 

р b d2xkt1 — (i р dxk _ h dxk 2 dxkt1 — (x8) P(E (xt) (2) аи (LY) OX 0, 
0<и<и*, \ 

хе (0) =0, 

ахЕ+1 

аи 

Более быстрая сходимость достигается при применении метода 
Ньютона—Канторовича (метод квазилинеаризации) [119, 137, 
138]. | 

Вполне аналогично применяются новые переменные в зада- 
чах со свободной границей, когда дефект равен нулю. Мы не 
будем здесь останавливаться подробно на двухфазных задачах, 
ориентируя читателя на применение для задач с х=2 методов, 
основанных Ha переформулировке проблемы. 

$ 2. НОВЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ В ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ 

2.1. Модельная задача Дирихле 

Остановимся на описании достаточно общего подхода для 
решения определенного класса краевых задач для эллиптичес- 
ких уравнений второго порядка, в том числе и задач со свобод- 
ной границей. Суть метода состоит в переходе к новым незави- 
симым переменным, одна из которых является заданной функ- 
цией искомого решения: зависимая переменная стала независи- 
мой. Пример такого преобразования (обращение переменных) 
для одномерной задачи рассмотрен выше. Обратимся теперь 
к двумерным задачам. Прежде всего подчеркнем еще раз сле- 
дующее. При переходе к новым переменным достигаются опре- 
деленные преимущества, связанныес преобразованием сложных 
расчетных областей в более простые: с удобствами интерпрета- 
ции результатов, повышением точности расчетов решений 
с особенностями и т. д. Эти достоинства в некотором смысле 
аналогичны тем, которые появляются в газовой динамике при 
формулировке задачи в лагранжевых координатах и ее чис- 
ленном исследовании [139, 140]. 

Рассмотрим квазилинейную задачу Дирихле в области Q 
(рис. 23). Пусть для определенности и(х) удовлетворяет урав- 
нению
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у oi (x, пу ag (% и) =9, rE Y. (2.1) 
Z xj 

i,j=l 

На границе 0Q выполнено условие первого рода 

U(X) =U (x), хед®. (2.2) 

Область 2 представлена нами в 
виде криволинейного  четырех- = 
угольника. Поэтому более под- 
робная запись принятых гранич- 
ных условий (2.2) имеет вид 

u(x) =0, хеГЬ, (2.3) 

u(x) =и*, хеГ., (2.4) 

и(х) = в (х), ХЕТГЬ, (2.5) 0 =, 

u(x) =po(x), хеЕГа. (2.6) Puc. 23 

Здесь u*=const>0, а функции p(x), (=1, 2, монотонны-от 0: 
до и*. Сразу же заметим, что описываемый ниже подход может: 
применяться и к несколько другим задачам, чем (2.1) — (2.6). 

Предположим, что решение u(x) задачи (2.1) — (2.6) не ume- 
ет экстремумов внутри YQ. В частности, это условие будет вы- 
полнено при справедливости принципа максимума для ypaBHe- 
ния (2.1), т. е. при некоторых ограничениях на коэффициенты 
ао (х, и), a(x, и). В этом случае изолинии u(x) =const не пере-. 
секаются друг с другом (см. качественное поведение решения 
на рис. 23). Поэтому существует другая функция 0(х) такая, 
что u(x)=const и изолинии O(x)=const образуют сетку, сос- 
тоящую из криволинейных четырехугольников, покрывающую“ 
расчетную область &. Формально это означает, что существует 
9 такая, что преобразование 

(х1, Х2) — (и, 9) 

будет невырожденным. 

2.2: Обращение переменных 

Выберем в качестве новых независимых переменных функ- 
цию y=n(u) и 0, где ч(и) — монотонная функция. Предполо- 
жим, что | 

(0) =0, (м*) =и*. (2.7) 

Переформулируем исходную задачу (2.1) — (2.6) в переменных
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(п, 9), пока не конкретизируя выбор 0(х). Неизвестными те- 
перь являются функции 

Xi=Xi(yn, 0), i=1, 2. (2.8) 

В силу невырожденности преобразования (2.8) определитель 
перехода | 

_В (х1, Х2) — OX; OXe OX; OX, 

D (\, 9) д 09 00 об 
(2.9) 

отличен от нуля. В этом случае существует обратное преобра- 
зование, якобиан которого равен 

— ————— д 

D(X, х.) ды OX, Ox, Ox, 

yo __P tn, 9 dy ‘00 dy 0 

Получим формальные соотношения для перехода OT перемен- 
ных (хи, х2) к переменным (и, 09). Для этого продифференци- 
руем (2.8) пох! и хз, получим 

1 — Ox, “On Ox, 00 0 = дх. ON , Ox, OD 

ди Ox, | 00 dx,’ dyn Ox, | 00 dx,’ | 
| , (2.10) 

Ox, On Ox, 09 l= Ox, ON Ox, 08 

On AX» 00 Ox, ’ On Axe 90 Ox, 

Из (2.10), выразив первые производные Xx; и хо по т и 6, най- 
дем следующие основные соотношения: 

Om 00 Ov, _ у 09 

an Ox,’ On Ox, | (2.11) 

OM gy OM 0% _ OM 
00 dx,’ 00 Ox, 

Соотношения (2.11) легко получаются исходя из свойств AKO- 
бианов, например, 

OX. __ D (хо, Х1) _ 900. И D(x, Хо) 00 J 9009 

On D (n; 0) Ox, D (y, 0) Ox, Ox, | 

Из (2.11) следуют выражения для первых производных функ- 
ции w(x). Действительно с учетом n= (uU) имеем 

ди — аи 1 дл | ди. _ du 7—1 Ox, | (2.12) 

OX, dy 09 0х dy 09 

Используя (2.12), приходим к выражению для членов, вхо- 
дящих в уравнение (2.1). Для произвольной функции Ф(\, 0) 
имеем
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дФ aD т дФ 00 
——_—p 

dx, On Ox, 00 Oxy — 

— = (<= Ох } 
on 00 08 

on 
OX, | 

_ 9 Фе} On (Sey + К) 

09 д 

2 ((Ф==) (==) 90 _ 
00 On 0" Ox, _ 

0 
(© OX, 08 (2) "- 

90 / Ox, \ dn 
— 

`00 ax, \ 00 
—] _ 

—__ 9хо OH [15 4 08 (= }: (2.13) 

0100 \ Ox, \ 90 0x, \ On 

С учетом (2.11) из (2.13) получаем 

0Ф _1 д (>) + sy (OF). (2.14) 
Ox, J on 09 J 00 on 

д 
В частности, для = x из (2.14) следует 

1 

92и 1 д (= du (3 )\-+ д. (= du (= “| 

2 УТ 0 Л ап \ 900 J 00 \ J dn \ on 00 ). 
(2.15) 

Аналогично выражаются и другие производные, входящие в 
уравнение (2.1). Окончательно находим 

12 (4 + о ( dia) + (x, и) =0, (2.16) 
J on \. an 7 a0 dy 

здесь 

дхо 2 9 Ox, OX Ox, 2 _q,, {2 a <2 4q,, [7 2.17 
Ча а (15°) + * a0 ap F(a) (2.17) 

. OX» OXe (Ss OX» Ox, хо OX, Ox, ' — gq, 4, (A oe 4 ба —а 24 (2.17 
92 — И ди 00 “\ би 00 -00 5 | 2 on 50 | ) 

при условии, что @12=@2 в. (2.17). 

2.3. Отображение областей. 

Пусть 0 (х) =сопзЁ на Гз и Га. Тогда расчетная область Q 
в переменных (1, 9) будет прямоугольником 

Q* = (0, n*).x (Omin, Omax) 

при условии, что 09(х). монотонно изменяется на Г! и Го. 
В этом и состоит смысл обращения переменных. Без конкре- 

тизации выбора 9(х) нельзя сформулировать граничные усло- 
вия в новых переменных. Для некоторых случаев полная фор- 
мулировка задач в новых переменных будет рассмотрена ниже. 

3 П.Н. Вабищевич
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$ 3. КОНКРЕТНЫЕ СИСТЕМЫ ОБРАЩЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

3.1. Ортогональные координаты 

Укажем теперь некоторые возможные способы выбора вспо- 
могательной переменной. Они не в одинаковой степени пригод- 
ны для решения задач со свободной границей с нулевым де- 
фектом и задач с дефектом, равным двум. Преимущество того 
или иного варианта выбора O(x) проявляется в задачах опреде- 
ленных классов. Не представляется возможным указать какой- 
либо. универсальный подход, особенно если иметь в виду и 
более сложные задачи, чем задача (2.1) — (2.6). 

Следует специально отметить чрезвычайно важную роль 
разработки эффективных способов численных реализаций мето- 
да обращения переменных при конкретном выборе 0 (х).. Зада- 
чи в новых переменных являются нелинейными, поэтому. пост- 
роение вычислительного алгоритма представляет значительные 
сложности. ‘He останавливаясь на этих. вопросах, столь важ- 
ных с точки зрения практического применения методов описы- 
ваемого класса, коротко опишем варианты выбора вспомога- 
тельной переменной 0(х), которые встречаются в вычислитель- 
ной практике. 

Начнем с простейшего случая, когда n(x) и`09(х) ортого- 
нальны. Запишем условие ортогональности в виде 

én 0 . dn 00 
Ox, Ox, OX» OX 

(3.1) 

Условие (3.1) будет выполнено для любой знакопостоянной 
функции p(n, 9), для которой справедливы соотношения 

00 м 08 
Ox, =P OX ‘ OX» 7 р Ox, | (3.2) 

Выберем p(y, 0) в (3.2) так, чтобы u(x) удовлетворяла 
уравнению (2.1). В новых переменных (ny, 8) получим уравне- 
ние (2.16). Будем его рассматривать как уравнение для функ- 
ции р(1, 0). Выразим p(n, 0) через якобиан, присутствующий 
в уравнении (2.16). С учетом (3.2) имеем 

(2+2) 09 
Используя соотношение (3.1), из (3.3) получим 

т) fon \* _ 1 [|9 \*, [9% \* 
ыы) == (Ue) + (=). (3.4)
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Подстановка (3.4) в (3.3) дает искомую связь 

r= (8) as 
Из (3.5) и (2.16) найдем следующее уравнение для р(т, 8): 

2 fg. tg ( (0% \* 4 [№ \?\ 
a (aus? (St) +(e) | )+ 

д du Ox, \2 Ox, \2\—1\ +92 (g. о [ [9% Эх» 
ба (45-8 (Se) + (=) )+ 

+ ((Sa)*4 (22)? = 3.6 +((S)'+ (FY) йо. (3.6) 
Для.важного частного случая 

1 =022=1, @12=@21=0, (3.7) 

с учетом (2.17) и условия ортогональности м и 6 из (3.7) вы: 
текает 

д аи Ox, \2 OX, \2 any (aca 1. —0. 3. ea Ga о) (ar) + (ae) ) 90 (3.8) 
Из (3.8) следует, что при а (х, и) =0, т. е. если (2.1) — урав- 
нение Лапласа, то 

р (и, 9) =ро (0). (3.9) 

Получим уравнения для новых неизвестных х:(п, 0), i=1, 2. 
Обращая в (3.2) переменные, приходим к 

Ox4 — OX» р Оха Ш Ox . (3.10) 

an 0° On. 0 
Рассмотрим теперь граничные условия для обобщенной системы 
уравнений Коши—Римана (3.10) и уравнения (3.6). Положить 
0=Omin на Гз и O=Omax на Г. в общем случае мы не можем. 
Поэтому область применимости ортогональных координат (1, 0) 
достаточно узка.' Но есть класс областей, где такие координаты 
Удобно применять. Этот класс включает в себя двухсвязные 
области (рис. 24). В этом случае Гз и Г. явно не выделяются, 
а существование 0(х), ортогональной к искомому решению, не 
вызывает сомнений. 

В силу задания 0 на Г, получим граничные условия 

i (0, 0) =x;9(0), i=1, 2. (3.11) 

Принимая во внимание (3.10), необходимые условия для 
O(n, 0) запишем в виде 
3*
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/ Ox, \? Ox, \2 Ox, \2 Ox, \2\—1 , r= (SRY ($8) (B= (SPY ano a 
Их можно рассматривать как начальные для уравнения: (3.6). 
Появление граничного условия (3.12), связывающего х:(\, 8), 

| i=1, 2 и (1,0), обусловлено: 
=} тем, что для постановки краевой 

задачи для системы уравнений 
(3. 10) необходимо не два усло- 
вия, как в (3.11), а лишь одно. 

В случае двухсвязной области 
(2 по переменной 09 ставятся ус- 
ловия периодичности | 

0 — , 
7; xi(y, 0+0,) =xi(n, 9), i=l, 2, 

Puc. 24. O 1H - wana ртогональные KOOPAH (3. 13) 

> 

где 0,=Omax—Omin. Ha внешней границе Ty (рис. 24) запишем 
уравнение контура в виде 

2 (х! (п*, 0), x2(n*, 0) =0. (3.14) 

Таким образом, сформулирована задача в.новых ортогональ- 
ных переменных (y, 0) вида (3.6), (3.10) — (3.14). Очень важ-. 
ный вопрос состоит в том, как численно решать задачу в обра- 
щенных переменных. Даже при постановке стандартных крае- 
вых условий` для системы уравнений типа Коши—Римана име- 
ются сложности при построении вычислительных алгоритмов 
решения таких задач (см. обсуждение таких вопросов в [141]). 
Можно перейти от (3.10) к двум эллиптическим уравнениям 

9 р 9991 9% _g Го (3.15) 
on. ‘0% 00° р 459 

Тогда для эквивалентности (3.15) и (3.10) необходимо доби- 
ваться выполнения условий ортогональности (3.10), например, 
на границе расчетной области. Другими словами, граничные 
условия для системы эллиптических уравнений должны быть 
согласованы с (3.10). 

В случае уравнения Лапласа, т. е. при выполнении (3.7) — 
(3.9), можно вообще не решать уравнения ‘для р(\, 0), а поло- 
жить его равным единице во всей области. Тогда (3.15) пред- 
ставляют собой уравнения Лапласа, аи и 0 — сопряженные 
гармонические функции. В этом случае условие (3:11) заменя- 
ется на условие типа (3.14): 

hi (x1 (0, 0), Х2 (0, 0) ) =0. (3.16)
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Таким образом, проблема расщепления условий для неизвест- 
ных х;(1, 9), i=1, 2, встает не только Ha Го, но и на I). Заме- 
тим, что речь в данном случае идет о построении конформного 
отображения области Q на прямоугольник ©’. Более. общая за- 
дача, сформулированная нами для уравнений (3.6), (3.10), 
представляет, по существу, некое обобщение задачи построения 
конформного отображения. Задача конформного отображения 
широко обсуждается в литературе. Укажем лишь некоторые 
работы. в этом направлении [142—144]. Приходится констати- 
ровать, что в настоящее врмя не имеется эффективных универ- 
сальных вычислительных алгоритмов решения задачи конформ- 
ного отображения. Это тем более относится к поставленной 
задаче (3.6), (3.10) — (3.14). 

3.2. Выбор второй переменной, являющейся решением крае- 
вой задачи 

Как мы видели ранее, основные трудности для новых неиз- 
вестных x:(y, 9), t=1, 2, порождаются. граничными условиями 
на OQ’. Эти трудности обусловлены требованием ортогональнос- 
ти 1 и 0. Если отказаться от условия. -ортогональности, то 
можно построить варианты обращенных переменных, ~ более 
удобные для численной реализации. Выберем 9(х) так, чтобы 
она удовлетворяла некоторому эллиптическому уравнению, ана- 
логичному исходному (2.1). На 0(х) наложим граничные усло- 
BHA 

0 (x) =Oo(x), x=dQ. (3.17) 

Более подробная запись общих условий (3.17) применительно 
к рассматриваемой задаче (2.1-) — (2.6) имеет вид 

9(х) =Omin, ET, (3.18) 

0(х) =Omax, ET's, (3.19) 

0 (x) =A, (x), хеЕЕГЬ, (3.20) 

9(х) =^2(х), хеЕГ., (3.21) 

где Ai(x), i=1, 2, — монотонно возрастают на Ги Г. от 
Omin ДО Omax. Пусть 0(х) удовлетворяет в Q уравнению 

2 

д | У— (вх, и, 6) | +В (x, и, 0) =0, x EQ, (3.29) 
OY Ox; OX; 

i,jJ=l 

при Условии, что введенная таким образом функция обеспечи- 
вает невырожденность преобразования (xX), х2)—(\, 0).
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Для того чтобы переформулировать задачу (2.1)— (2.6), 
(3.18) — (3.22) в новых переменных (yn, 60}, необходимо выписать 
вторые производные u(x) и 0(х) пох! и х2. Например, 
0"/0х1? имеем 

m2 (199 д" (1%) > 

J 00 / dx, 90 Ox, ° 

С учетом (2.9) и (2.11) получим 
у 

ay 1 ( OX, (( AX, ) Ox, о Ok, Oxy Oxy 
00 99 д"? On 09 0100 

ee ee 

ax? | Je 

+ (2) Se — 2a ( ( 2 ce 
on 00? 09 00 / 09? 

_9 OX, OX, 0х 4 ( OX ) д2хо )) 

On 00 0109 On / 060? 

Равенство (3.24) приводится к виду 

— ee, 

Ox, 

— 

ax? | J2 99 On? dyn 00 0109 

Ox, \2 02x д Ox, \2 д? 

On 062 дхо 09 / Or? 

9 OX, OX, 0х ( Ox, \2 Ox, 

д 08 0100 On | og? 
—. 

Производная 02\/0х2? находится аналогично: 

0" __ — ( on {( OX, ) 07x, __ о OX, OX, 02x, 

ax? J? \ Oxy 00 On? On 09 0100 
4 

+ (>=) se) toe (Sb) OFX, _ 

0" 002 дхо 00 д"? 

__ о ба. Ox, Ox, 4 ( al 0? Xo )) 

д 00 000 09 00? 

0 _ 1 (= (( дхо } 0х. — о OX, дхо 0х 

ДЛЯ 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

Заменой и на 0 в (3.25), (3.26) получаются выражения для 
920 /дх/? И 020/0х.?. 

Чтобы представить себе, к чему мы приходим после прове- 
дения такого рода выкладок, запишем окончательный резуль- 
тат для простейшего случая 

Qi; = 53; =6i;, Ap = bo) =0,
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т. е. и(х) и 0(х) удовлетворяют уравнению Лапласа. При выбо- 
ре ч=и получим 

Фх:=0, i=1, 2. (3.27) 

В (3.27) эллиптический оператор <? имеет вид 

где. нелинейные коэффициенты даются выражениями 

__ Ox, 2° (= 2 

5 a) ы x) \ 

Ox, Ox, OX, хо 

"об 00 д 009’ 

ав уе [д 
вы = (Чи) +(3¢)- 
Такая ситуация характерна‘ и в более общем случае. При 

переходе к новым переменным (1, 0) в уравнениях (2.1), (3.22) 
получим нелинейную систему эллиптических уравнений, кото- 
рая сложнее системы уравнений (3.6), (3.10) в случае ортого- 
нальных координат. Но в данном случае краевые условия ‘как 
для односвязной области ©, так и для двухсвязной выписыва- 
ются просто. Из (3.18) — (3.21) и (2.3) —(2.6) получим гранич- 
ные условия первого рода для новых неизвестных X;(n, 0), 
i=1, 2. За простоту расчетной области и граничных условий 
приходится платить сложностью уравнений. 

Использование переменных (nH, 0), подобно рассмотренным 
здесь, широко используется в вычислительной гидродинамике 
при проведении расчетов на подвижных, адаптирующихся к ре- 
шению криволинейных сеток. Состояние этого вопроса доста- 
точно полно освещается, например, в работах -[140, 145]. 

3.3. Явное задание вспомогательной функции 

Рассмотрим еще один практически важный случай обращен- 
ных переменных (ny, 9); когда линии уровня 0(х) =const можно 
указать явно. Предположим, например, что части границы Гз 
и Г (см. рис. 23) суть отрезки прямых. Тогда линии уровня 
0(x)=const можно взять в виде прямых, соединяющих точки 
границы Г! с точками Го. Пусть хл (0), i=1, 2, — заданные ко- 
ординаты границы Ги, а 4:2 (0), i=l, 2, — границы Го. Тогда 
xi (т, 0) определим следующим ‘образом: 

х (п, 0) =жи (6) +0(n, 8) (2 (0) жи (0)), i=1, 2. (3.28)
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Здесь о (1, 0) — неизвестная функция, которая дополняется 
очевидными условиями 

о (0, 8).=0, р(п*, 0) =1. (3.29) 
Для того чтобы выписать уравнение для неизвестной. функ- 

ции р (т, 8), воспользуемся общим соотношением (2.16). Для 
этого достаточно найти связь между p(n, 0) и якобианом J. 
Из (3.28) имеем 

SE a> 02—40), 1=Ь2, (3.30) 

St = (x2 (0) —21 (0)) + 

(20 os 6), i= 1,2 3.31 + Ole в ©) Ню (8), i= 1, 2. (3.31) 

Подставляя (3.30), (3.31) в (2.9), получим 

1 2-(0(x3(0) x} (9) (2 

— 6 (x5 (9)— x) (9) (2 a (9) _ A о + 49 49 `’, 
x} 

)(22(8) —x (6) 4 (6) (x8 (0) xh (0). (3.32) 
Подставляя теперь (3.32) в уравнение (2.16), получим искомое 
уравнение для p(n, 9), которое должно решаться с граничными 
условиями (3.29). 

_ Отметим еще одну возможность явного задания вспомога- 
тельной переменной, которая также не приводит к увеличению 
числа уравнений. Речь идет о переменных Мизеса, для которых 
линии уровня "0 (х) =const параллельны. Пусть, например, 0=~, 
и неизвестной функцией является Xo(ny, х!). Выпишем уравнение 
для X2(y, x1) в случае, когда (2.1) является уравнением Лап- 
ласа. Якобиан рассматриваемого преобразования имеет вид 

— Ра, _ 4% (3.33) 
В (1, x4) On | 

Подставляя: (3.33) в основное уравнение (2.16) с коэффициен- 
тами (2.17), получим искомое уравнение. При`ч=и имеем сле- 
дующее уравнение для определения хо (и, х!): 

(1+ (2%)*) Se — 298 Oe + [= ‚ (3.34) \ ‚ дж: . ди? би OX, Oudx, \ Ou Ax? ыы 
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Граничные условия для уравнения (3.34) легко получаются из 
исходных (2.3) — (2.6) с учетом того, что в данном случае Г. и 
Г. — участки прямых, параллельных оси х2. Нет необходимос- 
ти останавливаться на этом более подробно. 

Выбор вспомогательной переменной 0 согласно (3.28) приме- 
нялся в работах [78, 146], посвященных некоторым задачам 
физики плазмы. В [146] рассматривается: решение задачи с ну- 
левым дефектом (разрывной нелинейной правой частью). Дета- 
ли вычислительного алгоритма можно найти в [147]. Задача 
в. двухсвязной области рассматривается в [78]. 

Переменные Мизеса [148] часто используются при исследо- 
вании вопросов однозначной разрешимости задач со свободной 
границей. Применительно к задачам фильтрации через дамбу 
такая техника используется, например, в [34]. 

§ 4. ЗАДАЧИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 

4.1. Постановка задачи 

В отличие от расематриваемой ранее краевой задачи Ди- 
рихле (2.1) — (2.6) будем иметь деле с задачей, когда часть 
границы, например Го, неизвестна. Поставим кроме (2.4) еще 
одно условие на Го: 

= (xX) = 9 (9), ХЕГ.. (4.1) 

Особенности применения метода обращения переменных к за- 
даче со свободной границей проявляются в постановке гранич- 
ных условий на ней. Именно этот вопрос мы здесь и обсудим. 

4.2. Ортогональные координаты 

Сформулируем граничные условия (2.4), (4:1) на свободной 
границе Ty в новых переменных. Из (2.4) и (4.1) следует 

(ia) + (Ge) = хеГ.. (4.2) 

Из общих соотношений (2.11) для производных и NO xX и Xp 
получим (n= (u)) 

ее в 
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Подставляя (4.3) в (4.2), приходим к следующему соотноше- 
нию на Го: 

(9+ (2 \* л (JF), nam, (4.4) 
00 00 dn 

Дополним (4.4) условием ортогональности y и 0 в форме 

Sa a 9 0, (4.5) 
dn 09 dn 00 

Разрешая систему уравнений (4.4), (4.5) относительно oa И 
т 

Oe получим 
on 

Ox, du \2 : = OX, — J 128. 4.6 ое (=) Ue (4.6) 
дхо аи \? —1 дж * [| (Jyp2)-1 Lh. п. 4.7 an [= 69) 55 › = (4.7) 

Условия (4.6), (4.7) при и=\* удобно (см. (1.12) в одно- 
мерной задаче) рассматривать как условия второго рода для 
уравнений (3.15). 

4.3. Выбор 0, удовлетворяющей эллиптическому уравнению 

В п. 3.2 указан вариант обращения переменных, для которо- 
го вспомогательная переменная определяется из решения кра- 
евой задачи для эллиптического уравнения. В задаче со свобод- 
ной границей (2.1) — (2.6) при таком выборе 0 Ha Ty нельзя 
уже ставить граничное условие первого рода для х,(%, 0), 
‚[=1|, 2. Заменим его на условие ортогональности yn и 0 на Г», 
т. е. в исходной задаче (3.18) — (3.22) для 0 вместо (3.21) ис- 
пользуем условие ортогональности и и 6. Тогда проходят те 
же рассуждения, что и при рассмотрении ортогональных коор- 
динат. Поэтому на свободной границе в новых переменных т 
и 0, где 0(х) удовлетворяет уравнению (3.22), граничным усло- 
виям (3.18) — (3.20) и 

ди 090 on 8 99 99 0 yen, (4.8) 
Ox; Ox OX OX. ^ 

выполнены граничные условия (4.6), (4.7). 

4.4. Третий выбор вспомогательной переменной 

При введении вспомогательной переменной 0 так, чтобы 
были выполнены соотношения (3.28), существенно использует- 
ся факт задания границы I>. Это не позволяет перейти непо-
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средственно к задачам со свободной границей. Здесь можно 
лишв` указать на возможность итерационного уточнения неиз- 
вестной границы Го. При использовании представления (3.28) 
речь идет об уточнении функций х2 (0), 1=1, 2. Мы не будем 
здесь описывать какую-либо конструкцию вычислительного ал- 
горитма решения задачи со свободной границей с дефектом, 
равным двум, при'использовании координат (3.28). 

При применении переменных Мизеса для задачи типа 
(3.18) — (3.20), (3.22), (4.1) для формулировки условий на сво- 
бодной границе можно использовать граничное условие 

ди 

OX 

=p (х) со (М, x), x ETy, - (4.9) 

которое вытекает из (4.1) и (2.4). Используя (4.9) для задачи 
в обращенных переменных типа (3.34), получим граничное ус- 
ловие второго рода 

= = (p(x) соз (М, %,))~!, u=u". (4.10) 

Краевое условие (4.10) не очень удобно для численной реали- 
зации, так как требует аккуратного построения свободной гра- 
ницы для вычисления со$ (М, хо). | 

Естественно, что указанные варианты обращения перемен- 
ных не могут исчерпать все множество методов, построенных 
на общей идее замены зависимых и независимых переменных. 
Здесь отражены лишь те, которые в известной мере отражают 
взгляд самого автора на проблематику и его интересы. 

Ортогональные обращенные переменные предложены в pa- 
боте [82] и достаточно широко применялись при решении задач 
равновесия плазмы (задачи с нелинейной разрывной правой 
частью [149, 150]). Неортогональные координаты с функцией 
0 (х), удовлетворяющей эллиптическому уравнению, в тех же 

задачах использовались в работах [81, 89, 151] (см. следующий 
параграф). Координаты с 0(х), определяемой (3.28), рассмат- 
ривались в уже цитированных работах [146, 147]. Переменные 
Мизеса очень часто применяются при численном решении задач 
со свободной границей. Помимо уже отмеченных работ [38, 39] 
обратим также внимание на [152, 153]. 

$ 5. ПРИМЕР 2. ЭВОЛЮЦИЯ ИДЕАЛЬНОЙ ПЛАЗМЫ 

С ПОВЕРХНОСТНЫМ ТОКОМ 

5.1. Постановка задачи 

В качестве примера приложения метода обращения перемен- 
ных для решения задач со свободной границей рассмотрим 
задачу эволюции идеальной плазмы с поверхностным током
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[89, 151, 154]. Предполагается, что весь электрический ток сос- 
редоточен на границе плазменного шнура, положение которой 
неизвестно и находится в процессе решения. Другими методами 
эта задача решалась в работах [88, 155]. 

Пусть плазма с постоянным давлением р занимает область 
QJ. с границей плазма—вакуум S. В двухсвязной вакуумной 
области Q+ равновесное магнитное поле в аксиально-симмет- 
ричных плазменных конфигурациях описывается (см. п. 1.6 
гл. Г) уравнением 

0 1 ou, д ‘1 ди =0, хе О... (5.1) 

Ox, № Ox, OX, № 0х 

Функция потока и определена с точностью AO .постоянного сла- 
| ._) о 

гаемого и принимает постоянные значения на внешней границе 
Г, (идеально проводящий кожух) и на S. Положим 

u(x) =0, xeT 4, (5.2) 

u(x) =u", хе5. (5.3) 

Дополним (5.3) еще одним краевым условием на свободной 
границе $. Это условие вытекает ‘из баланса полных (газодина- 
мических и магнитных) давлений и имеет вид [89, 154] 

ди \2 (Gr) =2pe+P—Pp, xe S. (5.4) 

Здесь f1, fo — постоянные, причем р задается, а величина hi 

в рассматриваемых задачах эволюции определяется заданным 
. . / 

потоком Ф продольного магнитного поля внутри плазменного: 

шнура: 

f= 0( Ian)”, (5.5) 
во xy 

Уравнение (5.1) с условиями (5.2) —(5.5) полностью определяет 

равновесие плазменного шнура с поверхностным током внутри 

идеально проводящего кожуха Ly. 

5.2. Формулировка задачи в новых переменных 

Для численного решения поставленной задачи используем 

преобразование переменных (X1, 2) (1, 0), п=и, где функция 

9 удовлетворяет уравнению 

0109,91 0 хе. (5.6) 
Ox, А Ox, OX, А Охо 

< 

Задача в обращенных переменных (см. п. 3.2 и п. 4.3) выглядит
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следующим образом. Новые неизвестные х;(и, 9), t=1, 2, удов- 
летворяют уравнениям 

+ =0 (5.7) 
xy 

Px.=0, (и; 0) =Q1/= (0, u*) X (Omin, Omax), (5.8) 

где эллиптический оператор YH определен в (3.27). Поскольку 
9(х) монотонно возрастает при обходе контура Ty, то при 
и=0 неизвестные х; (и,. 0), i=1, 2, удовлетворяют условиям пер- 
зого рода 

х:(0, 0) =х2 (0), i=1, 2. (5.9) 
По переменной 0 выполнены условия периодичности с периодом 
85 = Omax—Omin: 

х:(и, 0+6,) =х;(и, 0), i=1, 2. (5.10) 

На неизвестной границе $ (при и=и*) граничные условия име- 
ют вид | 

Ox, дхо 
5 = oo (9 p+ HT)" (5.11) 

Ox Ox ; _ + 
и gg (Cex Hf), wae. (5.12) 

Таким образом; ставится задача (5.7)—(5.12) в новых перемен- 
ных. Отметим, что выбор уравнения (5.6) для функции 6 яв- 
ляется вполне оправданным. Другая возможность, когда 

д 00 д 00 
— —0, xeQ,, 

Ох 1 9х1 Охо 1 OX, т 

навеяна ортогональными координатами (см. п. 3.1). 

0.3. Вычислительный алгоритм 

Исходная задача со свободной границей (5.1)— (5.5) сфор- 
мулирована в обращенных переменных (и, 09) в виде двух эл- 
липтических уравнений (5.7), (5.8) с краевыми условиями 
(5.9) — (5.12). В такой формулировке она не содержит неизвест- 
ной границы и ее решение определено в заданном прямоуголь- 
нике <’. Это обстоятельство позволяет построить эффективный 
вычислительный алгоритм. 

Остановимся на некоторых моментах, связанных с числен- 
ным решением (5.7) — (5.12) разностными методами. В области 
2.’ введем равномерную по каждому направлению прямоуголь- 
‘ную сетку
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o, == {(м, 0) = (щ, 0;), ш= Ш, i=0,1,...,N,, МИ, =u", 

0; = Onin + jhe, 1—0, 1, ... ‚№., Nohe = 9,}. 

Уравнения (5.7), (5.8) аппроксимируем на сетке Wp разностны- 
ми уравнениями | 

Аж =0, (5.13) 
¥y 

Axy*=0, (5.14) 
где с учетом (3.27) 

Лу = 922454 — 291225 + 9Ибь- (5.15) 

Коэффициенты 911, 4912, Goo, [ во внутренних узлах сетки wp ап- 
проксимируются с помощью центральных разностей: 

Gay = (xP)? + (%52)?, on = (41g)? + (458), 
__ yhoyhe 4 yReyhe Г vhoyo .vhevie 

Iya = Хоа + ХозХав, f= XTex9g —XigxXoe. 

Здесь использованы стандартные безындексные . обозначения 
теории разностных схем. [124]. При и=0 первые производные 
по и в коэффициентах 011, 012, 922, Г и смешанных производных 
в уравнениях (5.13), (5.14) аппроксимируются соответствую- 
щими односторонними разностями. Краевые условия (5.11), 
(5.12) рассматриваются как условия второго рода и с помощью 
уравнений аппроксимируются со вторым порядком обычным 
образом_ [124]: 

h 5—1 ` [2 | 
2900 = ай + Gy Xhsy + = = 0, (5.16) 

1 

$ — x 

2420 - hy, - — 2412x578 + Ча1Хобе = 0, (5.17) 

rye 51 = Хз, $ = — 118, 

t~' =I (2p (x1)? + fi—/o). 

Для решения нелинейной разностной задачи (5.13)—(5.17) 
применялся метод переменных направлений с постоянным ите- 
рационным параметром [119, 124], причем коэффициенты 
Фи, 912, 92°, 12/x4" и смешанные производные уравнений (5.13) — 
(5.17), а также правые части 51, Sp краевых условий (5.16), 
(5.17) берутся с предыдущей итерации. Оптимальное значение 
итерационного параметра определялось экспериментально.



$ 5. Идеальная плазма с поверхностным током 79 

5.4. Результаты расчетов 

Не останавливаясь на результатах решения конкретных фи- 
зических задач [154], приведем пример равновесия с поверх- 
ностным током в кожухе кругового сечения. На рис. 25 пока- 
заны линии уровня u=const и 
9=сопз{ для задачи (5.1) — (5.5) 2% 
при p=2, fo=10, D=5, и*=1. / 
Здесь использована сетка (12 
Ж32). Такой грубой сетки доста- 
точно, чтобы с хорошей точ- 
ностью найти решение задачи 
со свободной границей. В рабо- 0 
тах [89, 154] приведены физи- 
чески содержательные результаты 
решения задач эволюции равно- 
весных плазменных конфигура- 
ций с поверхностным током при 
повышении давления в доста- 
точно сложных областях. Ис- Рис. 25 
пользуемый алгоритм позволил, 
в частности, получить несколько решений и определить крити- 
ческие значения параметров. Это позволяет надеяться на ус- 
пешное применение такого алгоритма и в других задачах со 
свободной границей. 

Алгоритм решения задач эволюции в сложных областях, ос- 
нованный на применении ортогональных обращенных перемен- 
ных, применяется в работах [156, 157]. В этом случае равновес- 
ная конфигурация характеризуется распределенным поверхно- 
стным током (см. п. 1.6 гл. Г), т. е. соответствующая задача от: 
носится к классу задач со свободной границей с нулевым де- 
фектом. Задачи эволюции равновесных плазменных конфигура- 
ций обладают вполне определенной спецификой [81, 156], что 
не позволяет остановиться на них более подробно, 



ГЛАВА IV 

РЕШЕНИЕ ОДНОФАЗНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

$ 1. ОДНОФАЗНЫЕ ОДНОМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ 

1.1. Задача с максимальным дефектом 

‚Рассмотрим в качестве модельной следующую одномерную 
задачу. Пусть u(x) удовлетворяет при О<х< Е, где ЕЁ — неиз- 
вестная граница, уравнению 

а. du _ a 
—, R(x) — q(x)u= —f(x), O<SxX< GE, (1.1) 

с обычными ограничениями Ha 
функции k(x), g(x). Граничное 
условие-для (1.1) на левом кон- 

Up це имеет вид 

(0) = и, (1.2) 
‚ _ [ а Ha неизвестной границе выпол- 

0 in нены условия 
$ 

FS) 26. Решение задачи (1.1)— и (Е) =0, АВ =А. (1.3) 
1.4 x 

Примем для определенности, что ш>0, ^<0, а-решение u(x} 
монотонно на интервале (0, Е) (рис. 26). 

1.2. Сведение к двухфазной задаче 

Основная идея большого класса методов решения задач со 
свободной. границей состоит в том, чтобы рассмотреть задачу 
в расширенной области (0, Г), где априори &<[, и затем решать 
задачу в заданной фиксированной области. Причем на интер- 
Basie (0, /) желательно иметь задачу: такого же типа, что и ис- 
ходная. Фактически, речь идет о сведении однофазной задачи 
к двухфазной. 

Продолжим решение задачи (1.1) — (1.3) вплоть до x=! сле- 
дующим образом: 

u(x) =0, Е<х<[. (1.4) 

А теперь напишем вспомогательную задачу для определения
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решения задачи (1.1)— (1.4) на всей области (0,1). Прибли- 
женное решение обозначим и.(х) и определим его из уравнения 

а dite 
== (5) dx — Че (x, Up) ив = —f (x), О<х< /. (1.5} 

Здесь k(x), f(x) непрерывно продолжены во вспомогательную 
область (ЕЁ, /). Дополним (1.5) граничными условиями, вытека- 
ющими из (1.2) и (1.4): 

и. (0) = и, (1.6) 
и. (1) =0. (1.7). 
Приближенное значение для свободной границы Ё обозначим 

через & и определим его из условия и. (Ё;) =0, так что и. (х) >0 
при О<Х<Е, и и.(х) <0 при E.<x<l. Для того чтобы решение 
уравнения (1.5) давало приближенное решение исходной задачи 
(1.1) — (1.4) при малых в, выберем коэффициент 4. (х, и.) сле- 
дующим образом: 

-u,) = | 9 (х), ие (x) > 0, 

| g(x) +e-*, и, (х) < 0. 
(1.8) 

Осталось записать условия на свободной границе &. Из 
(1.3) вытекают условия сопряжения 

[м] =0, = |=, x=E,, (1.10) 
Xx 

так как и.(х)-—0, хе (E., [) при =—0. В (1.10) использованы: 
обозначения | 

[r] =r(x—O)—r(x+0). 

При )=0 можно показать, что решение задачи (1.5)—(1.10) 
и. (Хх) —и(х) при e—0. 

1.3. Вариационная задача 

При ^=0 задача (1.1) — (1.3) допускает вариационную фор- 
мулировку. Обозначим через К множество достаточно гладких 
функций: 

К={о |9 (х) >0, 9 (0) =u, v (1) =0}. (1.11) 

Тогда решение задачи (1.1) —(1.3) при ^=0 является решением 
следующей задачи минимизации: 

J(u) = inf J(v). (1.12) 
ЕК
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1) =F ("новом ва (1.13) 

Таким образом, приходим к задаче минимизации с ограничени- 
ями (1.11) — (1.13). 

Одним из основных методов решения задач условной мини- 
мизации является классический метод штрафа (более подробно 
06 этом см. ниже при рассмотрении двумерных задач). Можно 
вместо /(9) минимизировать функционал 

l 

J, (v) = 0) + |8 B, (5) dx. (1.14) 

Здесь В.(5) — коэффициент штрафа, имеющий вид 

0), v>0 
О) — , ’ 1.15 Ве (0) foe oy (1.15) 

Выбор £.(v) в виде (1.15) позволяет при: =—>0 реализовать ог- 
раничения и. (х) 0. Легко видеть, что минимум (1.14) достига- 
ется на решениях задачи (1.5) — (1.10) при A=0, Ty е. уравнение 
(1.5) является уравнением Эйлера для функционала J,(v). 

1.4. Итерационный процесс 

Для решения нелинейной краевой задачи (1.5) — (1.10) 
используем простейший итерационный процесс. По известному 
приближению u,*(x) находится следующее приближение из ре- 
шения линейной краевой задачи 

ие 

с) чо, wt = Fe, (1.16) 

и. +! (0) = №, (1.17) 

ие (1) =0, (1.18) 

< условиями сопряжения на Ё,*, для которого u,* (x) =0, 

во, | 

Сходимость итерационного процесса (1.16) — (1.19) может быть 
показана при A=0. 

де Jaa ee (1.19) 
dx
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1.5. Второй вариант продолжения 

Выше мы доопределили решение задачи (1.1)— (1.3) Bo 
вспомогательной области (E, /) с помощью соотношения (1.4). 
Такое продолжение решения за свободную границу х=ё обус- 
ловливает неоднородность условий сопряжения (1.10). сущест-. 
вует возможность более гладкого продолжения решения за CBO- 
бодную границу. Положим 

М у, Ех, (1.20) 

Естественно, что (1.20) требует постановки согласованного. 
граничного условия вида | 

4 (yaa, (1.21) 

Вспомогательную функцию и.(х), которая дает приближен-. 
ное решение задачи (1.1)— (1.3), (1.20), (1.21) на (0, 1), опре-. 
делим из уравнения | 

OEE —4 (2) te + 60 (ue) (Ч — ®)=—16). — (1.29) 
Здесь функции k(x), g(x), и f(x). продолжаются непрерывно, a. 
коэффициент с.(и.) имеет вид 

где = — достаточно малое число. 
Естественно ожидать, что при =—0 уравнение. (1.22) «близ- 

ко» к (1.20) во вспомогательной области (ЕЁ, J). Для полной 
постановки задачи дополним уравнение (1.22) граничными ус- 
JIOBHAMH 

и. (0) =uo, (1.23) 
Ae (=A. (1.24). 

Напомним, что в этом случае продолжения решения за свобод- 
ную границу условия сопряжения при х=Ё, однородны и поэто- 
му специально не выписываются. 

Для. приближенного решения задачи’ (1.22) — (1.24) разност- 
ными методами используются итерационные методы. Не оста- 
навливаясь на этом вопросе более подробно, отметим лишь, 
что перенесение такого варианта продолжения решения на мно-. 
гомерные задачи достаточно сложно.
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5 2. МЕТОДЫ РЕЛАКСАЦИИ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ 

СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 

2.1. Вариационная формулировка некоторых задач со сво- 
бодной границей 

В $ 1 было указано, что в некоторых частных случаях 
{^,=0 в задаче (1.1) — (1.3)) краевую задачу со свободной гра- 
вицей можно свести к вариационной, к задаче минимизации не- 
которого функционала на множестве функций с ограничениями. 
Рассмотрим этот класс задач в многомерном случае. 

Пусть в области ©- с неизвестной частью границы $ функ- 
ция и(х) удовлетворяет уравнению Пуассона: 

Аи=—ф(х), хе... (2.1) 

Граничные условия на известной части границы Г+ примем 

u(x) =uo(x), хЕГ-, (2.2) 

а на 5 (08 =Г+-+5) положим 

u(x) =0, хе, (2.3) 

ди = (x)=0, х=5. (2.4) 

Для определенности считаем, что шо (х) >0, а также u(x) >0 во 
всей области ®.. 

Заметим, что при продолжении-решения u(x) задачи (2.1) — 
(2.4) в область Q_, примыкающую к S так, что 

и(х) =0, хе, 

мы получим в расширенной области Q=Q,+_ задачу со сво- 
бодной границей с дефектом х=2 без особенности на свободной 
границе. 

-Обозначим через К множество достаточно гладких функций, 
определенных в ©, таких, что 

К={ |5 (x) 0, хе, о(х) =U (x), хе ОФ}, 

где 

Uy (x) =0, хеГ-(Г-=09-—5). 

Можно показать (см., например, [52, 62]), что решение задачи 
(2.1) — (2.4) доставляет минимум функционалу 

J(v) = > | ly v|%dx— | pods (2.5) 
a 

Q о
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на множестве функций К. Это означает, что 

J(u) = inf J (о). (2.6) 
ЕК 

2.2. Разностная задача 

Для приближенного решения задачи минимизации (2.5), 
(2.6) проведем дискретизацию области: Q. Предположим для 
простоты, что Q — п-мерный параллелепипед. Более Того, ог- 
раничимся рассмотрением двумерной задачи, так как переход 
на трехмерные задачи принципиальных затруднений не вызы- 
вает. Пусть 

Q={x|xX=(X1, x2), Ох. <, a=1, 2}. 

В © введем равномерную по каждому направлению сетку 
с шагами fA, и hy соответственно: 

On=Ontya={x= (Xi, №2) — (И, jhe), 

i=0,1,..., My, j=0,1,..., No, Майи =, a= 1, 8}, 

roe Wn — множество внутренних, а Yr — граничных узлов. 

Обозначим через u;j*=u"(x), хе», разностное решение 3a- 
дачи (2:5) — (2.6). Оно определяется как минимум функционала 

№ М» 

Ле (у) = У у, |4 +9.) a yh, h, . (2.7) 
i—1 j=l 

Функционал /»(у) минимизируется на множестве сеточных 
функций 

Ka={y|y (x) 0, xeon, у(х) =U (Хх), x= yn}. 

С учетом введенных обозначений разностный аналог (2.6) при- 
нимает вид 

J, (ut) = inf J, (y). (2.8) 
ye Kp, 

Заметим, что при минимизации функционала (2.8) без ограни- 
чения у(х)>0 мы пришли бы к обычной разностной задаче 
Дирихле 

Au'=—9Q, ХЕФи, (2.9) 

u(x) =шо(х), XEya. (2.10)
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Ли = у Ук’ ХЕ ©», 
a=1 

разностный оператор Лапласа на обычном пятиточечном шабло- 
не «крест». 

Задача (2.7), (2.8) представляет собой задачу минимизации 
функции многих переменвых (неизвестные yij) с ограничениями 
в виде неравенств y;;0. В такой формулировке мы имеем дело. 
с классическими задачами условной минимизации [158—160]. 
Для таких задач в теории оптимизации известно много вычис- 
лительных алгоритмов. Большинство из. них можно найти 
в книгах [161—164] и любой другой литературе по численным 
методам условной минимизации. Мы коснемся некоторых из 
них, стараясь проследить эволюцию обычных итерационных 
методов, развиваемых для разностных задач (2.9), (2.10) 
[119], при переходе к задачам минимизации типа (2.7), (2.8). 

2.3. Явный метод простой итерации 

Запишем уравнение (2.9) с учетом граничных условий (2.10) 
в виде операторного уравнения 

Au’ =}. (2.11) 

Оператор A в (2.11) задан равенством Au*’=—Av,. а сеточная 
функция U(x) =и"(х), Xan, и U(x) =0, хе». Правая часть f 
принимает вид 

i (x) =Ф-+ А: 261 (x) +- hoo (x), хе, ~ (2.12). 
где ф!(х) и $2(х) отличны от нуля только в приграничных 
узлах: | 

и (0, x), x, = hy, 
@, (x) = | 0, 2hy< x, <1,—2h,, 

Ug (ly, Xp), X=1,—hA,, 

Uy (X 1, 0), X,=he, 
фе (х) = 0, 21. < х. < 1, —2h,, 

и (х1, 15) = — В. 

Простейшей итерационной процедурой для получения реше- 
ния (2.9), (2.10) является процесс Либмана (метод Якоби), при 
котором следующее итерационное приближение y**!(x) опреде- 
ляется из условия |
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9 9 1 

1 hs hy 

1 
+ > (Иа + Yii-t) + Piz, TSO, (2.13) 2 

дополненного краевыми условиями (2.10). В более общей опе- 
раторной формулировке итерационный процесс (2.13) — част- 
ный случай метода простой итерации: 

и Ду (2.14) 
т 

при выборе 
2,2 

я ПОНИ hyhs 
тю = 2 42) 

2 (hy + hg) 

С другой стороны, итерационный процесс (2.13) соответ- 
ствует следующему покоординатному спуску при решении за- 
дачи минимизации Л» (и): 

| k Е k k+1/2 Е 
Jh (Ил, 12, Yay ...у Yi; у.е Ум,—1, №,—1) < 

< Ji, (ит, Ио, Yo. oe ey О: т, vee Ш, N,—1) (2.15) 

для каждого значения 9;; при условии, что yt! = yht!/2, 
Для метода простой итерации (2.14) с учетом введенных 

обозначений получим 

И = gykt1/24 (1 — в) у*, (2.15) 

где о — параметр релаксации, принимающий значение O=T/To. 
Что касается задач с ограничениями, то можно построить 

аналогичный итерационный процесс с дополнительной процеду- 
рой проектирования на множество допустимых сеточных функ- 
ций Ka. 

Такой итерационный метод состоит из двух этапов. На пер- 
вом этапе определим и^+!/? согласно (2.15), на втором — сле- 
дующее приближение возьмем по формуле 

у! = Py yktl/2. (2.17) 

Здесь Рк— оператор проектирования на множество допусти- 
мых значений сеточных функций К», в нашем случае 

Рку=штах (0, и). (2.18) 

Аналогичный подход используется и при применении метода 
простой итерации. Сначала, так же как при решении задачи 
без ограничений, совершается шаг по схеме’ (2.14):
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ПЕН __ Rk 
: Y 4 Ayk р. (2.19) 

т 

Затем с ‘учетом ограничений определяется и*+! согласно (2.17). 
Заметим, что модификация (2.17) возможна и для других за- 
дач, в частности при использовании иных итерационных мето- 
дов, других условий ограничения на решение задачи. 

2.4. Методы релаксации. 

Рассмотрим в качестве более’ сложного примера простей- 
ший треугольный метод — метод релаксации. Применение ите- 
рационного метода Гаусса—Зейделя для уравнения (2.9) дает 

1 | 2 2. 
—-—= ИН - ту + ( + rau = 

7 2 
(2.20) 

= 7 ar Yist,j+ Ae yi. iti Фр хе о. 
ho 

Итерационный процесс (2.20) эквивалентен последовательной 
‘минимизации функционала /» (у) в соответствии с 

k+1 k+1 k+] k+1/2 |: 

Jy, Yio, Yor, ..., Yi oe, Yui, Ne~1) < 
(2.21) 

k+l k+l kt? k 
<I, (yit" » Yio» Yar y eee Dip, ee ey УМ, М, 

при условии yet! = yht!/2, Meron релаксации соответствует опре- 
делению у*+1/? из (2.21) и применению (2.16), причем значение 
параметра релаксации o>I1 дает метод верхней. релаксации, а 
O0<o< 1 — нижней. 

В операторной записи ‚описываемый метод релаксации 
имеет вид - 

htt — yk 
(D+ A_)— <4 + Ау’ =f, (2.22) 

где р — диагональная, a А_ — нижняя треугольная матрицы. 
В рассматриваемом конкретном случае оператора Лапласа 

] 2 
(D+ A_)y= ae Yi = Ура + (= Ге +57) Yij- 

При решении задач с ограничениями итерационный процесс 
(2.22) модифицируется аналогично (2.17), (2.19). Промежуточ- 
ное приближение y*t!/? опредёляется из 

R+1/2 

(D+ A_) = + Ау = р, (2.23) 
0 

а y+! — проектированием y*t!/? на К, согласно (2.17), (2.18). 
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Как и при решении краевой задачи (2.9), (2.10), можно по- 
казать сходимость (2.17), (2.23) при тех же ограничениях на 
параметр релаксации: O<o<2. Детальное ‘изложение этих BO- 
ро применительно к задачам типа (2.1)— (2.4) содержится 
в 

§ 3. МЕТОДЫ ШТРАФА 

3.1. Общее описание методов штрафа 

Второй класс методов, широко используемых при решении 
задач минимизации с ограничениями, связан с применением 
того или иного варианта метода штрафа. Рассмотрим, напри- 
мер, экстремальную. задачу (2.5), (2.6). Вместо задачи отыска- 
ния минимума функционала J(v) на множестве функций К с 
ограничением 0(х)->0 при применении метода штрафа ре- 
шается приближенная задача, но уже без ограничений. 

Формально задача минимизации (2.6) может быть записа- 
на как задача безусловной минимизации функционала Jo(v), 
где 

То (°) =J(v) +Р(о|К).. (3.1) 

Здесь Р(%|К) — индикаторная функция множества ограниче- 
НИЙ К: 

0, а = К, 
— 3.2 

+ оо, ОЕК. (3.2) 
P(v|K)= | 

Для того чтобы перейти к более конструктивной задаче ми- 
нимизации, чем (3.1), (3.2), введем штраф, зависящий от па- 
раметра штрафа = так, что 

lim P,(u| K) =P (vl). (3.3) 

Выбор штрафа P.(v|K) в рамках (3.3) может быть самым 
различным. | 

С учетом (3.3) задача приближенной минимизации (3.1), 
(3.2) состоит в решении: следующей задачи безусловной мини- 
мизации: 

Ле (и. ) =ini J.(v), (3.4) 

где 

1. (0) 1 (о) + P.(0]K). (3.5) 
Из большого разнообразия вариантов выбора штрафа Р. (°|К) 
выделяют два основных: внутренние и внешние методы штрафа.
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3.2. Внутренние методы штрафа 

Данный класс методов характеризуется тем, что Р.(ч|К} 
выбирается так, что решение задачи минимизации (3.4), (3.5) 
принадлежит множеству ограничений, т. е. в нашем случае 
Ue (x) 220. | 

Наиболее часто применяются следующие функции штрафа 
P.(v|K) для методов с и. (х) ЕК: 

P,(v| K) = — =? | [поах, (3.6) 
Q 

P, (o|K) =e? | dx. (3.7) 
о (x) 

Q 

После этого рассматривается задача безусловной минимизации 
(3.4), (3.5). В частности, уравнение Эйлера для задачи (3.4) — 
(3.6) с /(v), определяемым согласно (2.5), имеет вид 

Au, + e = —® (x), х = о. (3.8) 
НЕ 

Уравнение (3.8) дополняется обычным условием на границе 
области 

и. (Хх) =шо(х), xedQ. (3.9) 

Аналогично ставится задача при использовании. штрафа в фор- 
ме (3.7). | 

Таким образом, исходная задача co свободной границей за- 
меняется на приближенную краевую задачу (3.8), (3.9) при 

достаточно малом в. Сделаем 
несколько общих замечаний от- 
носительно использования внут- 
ренних методов штрафа при 
приближенном решении задач 
со свободной границей. Качест- 

Рис. 27. Внутренний метод штрафа: 
| — решение при =, 2— =, (> 
>=2), 3 — точное решение 

венное поведение приближенного решения одномерной задачи, 
которая рассматривалась в $ 1, отображено на рис. 27. При 
уменьшении € до нуля и.(х)—и(х), но только сверху, и поэто- 
му и.(х)>0 во всех внутренних точках. Во многих задачах 
свободная граница является целью исследования. При приме- 
нении внутренних методов штрафа условие (2.3) не может 
определять свободную границу приближенно. Это имеет место
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и в многомерном случае. Такое поведение приближенного ре- 
шения подразумевает постановку специального условия для на- 
хождения свободной границы. Отметим также, что нелинейная 
краевая. задача достаточно сложна для ее численного реше- 
ния, причем трудности обусловлены близостью и.(х) к нулю и 
малостью параметра штрафа с. 

3.3. Внешние методы штрафа 

К методам названного класса относят такие, для которых 
и. (х), вообще говоря, не принадлежит К. Чаще всего рассмат- 
ривают штраф в виде 

P.(o|K)=—~ | оу, (3.10) 

где ° 

о (х) =тах (0, —v(x)). 

Использование штрафа в форме (3.10) позволяет записать 
функционал / (9) в виде 

Jeo) => | lwoltde + (ude + S | Be (0) ох. (3.11) 

Q Q Q 
Здесь 0 о 

Вь (г) = | О (3.12) 

разрывный коэффициент, который встречался ранее в $ 1 при 
рассмотрении одномерных задач. 

Уравнение Эйлера для (3.11), (3.12) имеет следующий вид: 

Ли, — В. (и) и =—Ф(х), ХЕ. (3.13) 

Оно дополняется краевыми условиями (3.9). 

3.4. Задача с особенностью на свободной границе 

Рассмотрим теперь эвристические возможности использова- 
ния метода штрафа при решении задач с особенностью на сво- 
бодной границе. Предположим, что вместо (2.4) на $ задано 
неоднородное условие 

(x) =(%), хЕ 5. (3.14) 

В $ 1 уже обсуждался одномерный вариант такой задачи. Ана- 
логично поступим и в многомерной задаче (2.1) — (2.3), (3.14).
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При применении варианта метода штрафа (3.10) будем рас- 
сматривать задачу для уравнения (3.13). Дополнительно к 
краевым условиям (3.9) выпишем неоднородные условия со- 
пряжения на приближенной границе $.. Сама граница $. во 
внешних методах штрафа определяется условием и. (х)=0, т. е. 

S.={x|xeQ, и. (x) =0}. 

Запишем условия сопряжения в виде 

[ue] =0, хЕО., (3.15) 

on | =v. xe Sp. (3.16) 

Заметим, что реализация неоднородных условий сопряже- 
ния (3.15), (3.16) может быть основана на подходах, кратко 
сформулированных в гл. П применительно к задачам без де- 
фекта. 

$ 4. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕАЛИЗАЦИИ МЕТОДА ШТРАФА 

4.1. Итерационный процесс 

При применении внешнего метода штрафа (см. п. 3.3) мы 
пришли к необходимости решения следующей нелинейной крае- 
вой задачи: 

Ли, — Be (ue) Ue=— (x), хе, (4.1) 
и. (х) =Uo(x), хе0®, (4.2). 

где 

0, и. >20 
= ) a ) 4.3 B, (us) |. 2 (4.3) 

Существенной особенностью задачи (4.1) — (4.3) является на- 
личие сильно переменного коэффициента. В.(и.), который зави- 
сит от решения. Напомним, что необходимо решать задачу 
(4.1) — (4.3) при возможно меньшем числе в, которое характе- 
ризует близость приближенного решения и.(х) к точному ре- 
шению и(х) исходной задачи со свободной границей’ (2.1)— 
(2.4). Соответствующая оценка точности имеет вид [165, 166] 

Ie (x) —_u Ито < CE. 

Запишем (4.1), (4.2) в виде операторного уравнения 

и. = Q, (4.4)
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где оператор SH определен соотношением 

би. =— Ли. Be (Ue) Ue (4.5) 

на множестве функций, удовлетворяющих граничному условию 
(4.2). . . 

В канонической форме [124] двухслойный итерационный 
метод решения (4.4) имеет вид 

и! — 5 

95-1 . + Aus =, s=0, 1, eee (4.6) 

Wey 

Скорость сходимости итерационного процесса (4.6) зависит OT 
выбора операторов #54; и итерационных параметров 541. 

Для построения %,., в нашей задаче (4.4), (4.5) удобно 
воспользоваться общими результатами по приближенному ре- 
шению нелинейных эллиптических уравнений, изложенных, на- 
пример, в книге [119]. Применим для решения задачи (4.4), 
(4.2) метод Ньютона—Канторовича. Для этого положим в 

(4.6) 
В = 54” (ие), (4.7) 

где &’(v) — производная Tato оператора .5#(9). В случае 
(4.5) имеем 

A’ (5) =—А-В. (5). (4.8). 

Известно, что итерационный процесс (4.6), (4.7) сходится 
для всех значений итерационного параметра O<@s4;X1 при. 
достаточно близком к решению начальном приближении 
иг (х). Метод Ньютона—Канторовича соответствует наиболее. 
оптимальному значению ©; =1. Применительно к нашей зада-- 
че с &’(v), определяемым согласно (4.8), а 5#(9) — согласно 
(4.5), на каждой (s+1)-H итерации необходимо решать сле-- 
дующую линейную краевую задачу: 

Ли -— 8, (us) ug’ = —Ф(х), хе, (4.9): 

ust! (x) =u, (x), хе AQ. (4.10). 

В свою очередь задача (4.9), (4.10) (ee разностный аналог). 
решается с применением итерационных методов. Таким обра-. 
зом, речь идет о построении ‚двухступенчатых итерационных 
методов решения нелинейной краевой. задачи (4.1), (4.2). Из- 
Лагаемый ниже материал данного параграфа посвящен вопро- 
сам численного решения линейной задачи (4.9), (4.10)..
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4.2. Линейная задача 

Рассмотрим модельную линейную задачу, соответствующую 
(4.9), (4.10), использовав несколько другие обозначения. Пусть 

Ао —В(х)о=—9(х), xe, (4.11) 

9(х) =1(х), xedQ, (4.12) 

где В (х) >0, причем v(x) = и, +! (х), а B(x) =В, (U.S). 
Перейдем в прямоугольнике Q к разностной задаче для 

уравнения 

Лу—с(х)у=—[(х), xan, (4.13) 

с однородным граничным условием 

у(х) =0, хе. (4.14) 

Здесь Л — разностный оператор Лапласа (см. п. 2.2): 

2 2 
Ay = ded = >. Ye ey (4.15) 

C= o= 

а правая часть /(x) обусловлена неоднородным граничным 
условием (4.12) u p(x). 

Запишем обычным образом [124] разностную задачу 
(4.13) — (4.15) в виде операторного уравнения 

Ay=}. (4.16) 

С учетом (4.13), (4.15) для А получим представление 

A=—A+c(x)E, (4.17) 

Toe Е — единичный сеточный оператор. 
Напомним основные свойства разностного оператора A, 

определенного на множестве сеточных функций, удовлетворяю- 
щих однородному граничному условию (4.14), известные в TeO- 
рии разностных схем [124]. Оператор А,=— Л. самосопряжен 
(А. =Ао*) и для него справедливы оценки 

боЕ< Ао AcE, (4.18) 

где бо, Ао — минимальное и максимальное собственные значе- 
ния оператора Ap. Напомним выражения для бо и Ao: 

= Ph sine he, (4.19) 

№= у Аа = у. == (4.20)
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В представлении 

А = У, Aus (4.21) 

где А.=—Л., a=1, 2, операторы A;, Ap перестановочны, т. е. 

А.А.=А.А.. 

Кроме того, 

«Е.А. А.Е, а=1, 2, (4.22) 
a бе, Ac, а=1, 2, определены в (4. 19), (4.20). 

‘После такой подготовительной работы можно перейти к 
рассмотрению итерационных методов решения уравнения (4.16): 
с оператором.А=Ао-+с(х)Е. 

4.3. Основной результат теории итерационных методов 

Приведем в качестве базового материала основную теорему 
теории итерационных методов решения сеточных эллиптиче- 
ских уравнений. Для приближенного решения уравнения (4.16): 
будем использовать двухслойную итерационную схему вида 

В * дур k=0, Lb ..., (4.23) 
Trt} 

где B=B*>0, A=A*>0. Скорость сходимости (4.23) опреде- 
ляется параметрами | и Yo в операторной оценке энергетиче- 
ской эквивалентности операторов В и A: 

уВ<А=<у.В, 1,>0. (4.24). 

При условии, что: TR41=T=CONSt (метод NpocROH итерации), 
оптимальное значение итерационного параметра 

2 

Vit Yo 

A для числа итераций п, необходимых для достижения относи- 
тельной точности &о, верна [119, 124] оценка 

in 
п > Ny (€) = ~ (4.25) 

In ——- 
Po 
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Более быстрым является метод с чебышевским набором 
итерационных параметров Try, в котором 

Tr=To(1+ бои») 1, k=1, 2,.. ., fl, — (4.26) 

а и» — соответствующим образом упорядоченные [119, 124] 
корни полийома Чебышева n-ro порядка: 

21 — | 
Me = — сз п, 1,2, :..,п}. 

‚В этом случае для числа итераций п получим 

In — 

n>n(e,) = - (4.27) 
In 

- 1 
где _ 

ое. 
SLAVE 

Более подробно теория итерационных методов изложена в 
книгах [119, 124, 167, 168]. 

Заметим, что при применении методов с чебышевским на- 
бором итерационных параметров возникают некоторые неудоб- 
ства. Первое из них связано с тем, что для формирования ти 
требуется знание у; и Yo. Во-вторых, при определении ть: из 
(4.26) мы должны заранее указать и. Этих недостатков лише- 
ны трехслойные итерационные методы вариационного типа со- 
пряженных направлений, для которых скорость сходимости 
та же, что и для методов с чебышевским набором итерацион- 
ных параметров. В частности, для числа итераций верна оцен- 
ка (4.27). В вычислительной практике хорошо зарекомендовал 
себя и широко используется метод сопряженных градиентов. 
Трехслойная схема этого метода, связывающая Yr-1, Ик И Ив, 
имеет вид 

Ву = ар! (В— Tey А) ук + (Г— бк) Ву + 

+ 1-11, k= 1, 2, рр (4.28) 

Ву = (В — %1A)Yyottif. (4.29) 

Итерационные параметры ал+1, Taq, находятся из условий 

| (Tr, Wr) 
T — — ‚ k=O, |, .. 

a (Aw, Wp) 
—1 

Oey = [1 — бы = (4.31) 
| \ Te (Trois М) % 

- (4.30) 
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и =1, =1,2,..., 

где ry—Ay,—f — невязка, а We=B-'r, — поправка на А-й ите- 
рации. 

4.4. Явный метод 

Мы ставим своей целью разработку модификаций основных 
итерационных методов для задач типа (4.16), (4.17), в которых 
коэффициент  с(х) сильно меняется. Запишем оператор в 
(4.16), (4.17) в виде 

A=Aptc(x)E. (4.32) 

Предположим, что для уравнения (4.16) с A=Abo, т. е. при 
с(х) =0, имеется хороший итерационный метод. Нужно так 
его модернизировать, чтобы при переходе к задаче с возму- 
щенным оператором (4.32) скорость сходимости сильно не из- 
менялась, не зависела от коэффициента с(х). Другими слова- 
ми, необходимо как можно больше ослабить влияние коэффи- 
циента с(х) на скорость сходимости. итерационного процесса. 

Начнем с простейшего явного метода, для которого В =Во= 
=F Bp (4.23) (илив (4.28), (4.29)). Пусть 

71 Во<Ао< 2 Bo. (4.33} 

В нашем примере А,=— Л и постоянные 110 и yo? совпадают с 
бо, Ao, определенными согласно (4.19), (4.20). 

Для задач с оператором A вида (4.32) определим B=D, 
где D— диагональный оператор, задаваемый соотношением 

D=d(x)E, d(x) = 1+“). 
1 

Аналогично модифицируется и более общий случай, когда для 
Ay выбирается Bo=Do, где О, =4(х)Е. При решении (4.16) с 
оператором A вида (4.32) ‘положим B=D, где | 

D=D)+ eo Е. (4.34) 
1 

С учетом (4.33), (4.34) простые выкладки дают 

А=Ао-+с(х) Е>у Рос (х)Е=у = В, 

A < БЕ < у2 (Do+ os Е) = 20 = \,В. 
1 

Таким образом, переход к задаче с с(х) ==0 не приводит к уве- 
личению 72/у! (Ya=Ya", а=1, 2), т. е. число итераций остается 
таким же, как и при c(x) =0. 

4 П.Н. Вабищевич
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Отметим, что при А=А=—Л`для явного метода с чебы- 
шевским набором итерационных параметров для числа итера- 
ций n из (4.27) получим оценку 

п=0(М) In—, N~N,~N,. (4.35) 
0 

В методе простой итерации (оценка (4.25) ) 

n= 0 (№) т —, (4.36) 
о - 

что, конечно, значительно хуже, чем (4.35). 

4.5. Попеременно-треугольный метод 

Одним из наиболее быстрых итерационных методов реше- 
ния сеточных уравнений является попеременно-треугольный 
метод, предложенный А. А. Самарским [169] и развитый в ра- 
ботах [170, 171]. При решении задачи Дирихле для уравнения 
Лапласа (A=Aj=—A) соответствующая оценка для числа 
итераций имеет вид | 

ИА. | п=0 (УМ ) ш—. (4.37) 
Зо 

Приведем основной результат теоретического исследования по- 
переменно-треугольного метода (см. [119, 124]). 

Пусть решается задача (4.16) и 

A=A*=R\+R2>0, Ю,=В2*. (4.38) 

Определим оператор 

D=D*>0, (4.39) 

чтобы имели место следующие операторные неравенства: 

А> 50, В.О, <— A, 8>0. (4.40) 
„ 

Попеременно-треугольный метод характеризуется тем, что 
оператор В в (4.23) или в (4.28), (4.29) выбирается в виде 

B=(D+oR,)D—(D+oR»). (4.41) 

Справедливо следующее основное утверждение. При 
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и при применении чебышевского набора итерационных пара- 
метров для числа итераций (4.23) справедлива оценка 

In 

п > ny (€&) = —— (4.42) 
2У2 Уп 

где n=6/A. — 

При решении задачи (4.16) для А=А,=—Л параметры 6 и 
А можно взять равными бои Ao, определяемыми согласно 
(4.19), (4.20). Поэтому из (4.42) вытекает оценка (4.37) для 
числа итераций попеременно-треугольного метода. 

Построим теперь модификацию попеременно-треугольного 
метода для итерационного решения задачи (4.16) на основе 
варианта метода для А=Ао. Пусть указан оператор Do, кото- 
рый предполагается диагональным (Do=do(x)£) и который со- 
ответствует попеременно-треугольному методу для оператора 
Ас. Это значит, что выполнены оценки типа (4.40): 

A, > 8D), ВО! 8 < — Ay, 8 > 0, (4.43) 
где 

Ар = Ао = 1 + > 0, Ri=(R2)*. (4.44) 
В силу равенства (4.32) естественно положить 

К.Е, а—1, 2. (4.45) 

Зададим оператор О в форме 

Р=а(х)Е, (4.46) 

где 

d(x)=d,(x) + 2. 
So 

Докажем, что в. этом случае имеют место оценки (4.40) с теми 
же параметрами 6, A, что и для Ap, т. е. б=бо и А=А.. 

Действительно, для А имеем 

А=А-с(х) Е > 2, с (х) Е = 

—5, (4o(2) 4 Е — 8D. (4.47) 
0 

С другой стороны, в силу определения операторов Ка и КЮ. с 
помощью (4.44), (4.45) получим 

4*
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(В.В ЮКьу, 9) =(Р-*ЮВ,у, Ву) = 

— — oy 4 £¢%) 2 
ere (Ку), 1) (= ( Ray + y Г). (4.48) 

2 

Применяя e- неравенство 
d (x) 

2ab = а?е + — — 6 

для =>0, найдем из (4.48) 

=(Roy)?, 1) + 
(x) (aay (Rt) 1) < (п, 

+ ( io с? (x) 4°, 1). (4.49) 

При c(x)>0 (случай с(х)>0 рассматривается аналогично) по- 
ложим в=с(х)./ (64 (х)). С учетом (4.43) получим 

(ay (Roy), 1) = | ах AS oY, Y). (4.50) 

Рассмотрим второе слагаемое в правой части (4.49) при таком 
же =. Имеем 

lte с? (x) 7, 1) = (си, 1) < 
4ed (x) 

), (4.51) 

так как d59<Ao. Объединяя (4.50), (4.51), получим с учетом 

(4.48), (4.49) доказываемую оценку (4.40), причем 6=60 и 

А= Ао. 
Таким образом, показано, что при выборе D согласно (4.46) 

параметры 6, Ав (4.40), определяющие скорость сходимости 
попеременно-треугольного метода (4.23), (4.41), не изменяются 
при переходе от оператора Ау к оператору A, т. е. скорость 
сходимости метода для задачи с с(х) 0 не хуже, чем при 
с (х) =0. 

При решении задачи для А=А,=—Л операторы Ко, a= 
=], 2, задаются выражениями 

: 1 0 
Ri= У я 

0—1 

У he Ух 

a=) 
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причем 

Do=E. 

Для числа итераций из (4.42) получаем оценку 

My (Eg) = УМ In 
2 у Jt Eo 

при решении задачи в квадрате и N=N,=No. Как показано, 

выше, такая же оценка справедлива и для задачи с A=—A+ 
с (х)ЕБ. - 

4.6. Метод переменных: направлений 

Рассмотрим теперь другой хорошо известный итерационный 
метод — метод переменных направлений. Запишем оператор Ag 
в виде (4.21). Для оператора А в форме (4.32) аналогичное 
представление имеет вид | 

А=А,-+А,, (4.52) 

где 

А, =A,°+oc(x)E, (4.53) 

А.=А2- (1—0) с(х)Е. (4.54) 

Здесь о — числовой параметр такой, что OXo<l. Для операто- 
ров Aj, До, очевидно, выполнены условия 

А«=А,*>0, а=, 2. 

Выберем ов (4.53), (4.54) из условия минимизации числа 
итераций в методе переменных направлений- при решении 
(4.16), (4.32). Рассмотрим итерационный процесс (4.23) с 

= (E ++) [В + А»). (4.55) 

Запишем (4.23), (4.55) в виде 

(Е + А, Yeti = [E—— А») Yn + ra (4.56) 

(E+ + 4s) Уи = [Е--4,) Уи? + > 1 (4.57) 

Обозначим 2p41=Ynr41— и погрешность на (Е-+1)-й итерации, a 

Uny) = (Е + > As Zhi.
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С учетом этих обозначений из (4.56), (4.57) получим 

0-1 = 919204, (4.58) 

где 

Sy — (Е > Aa) [E—+Aa| , a=], 2. (4.59) 

Из (4.58) вытекает 

ПвМ в. (4.60) 

Далее используем тот факт, что ‘норма оператора S(t), 
определяемого выражением 

веет) (EEA 2 2 

для оператора 

Ap=Ao*>0, б,Е<Ао< Ао, -5o>0, 

достигает минимального значения при tT=T,—2/V45,A,, при- 
чем 

1— Ут бо ши $ (т)! = —, Y=—- 4.61 | ( )I| 1+ V % 0 Ao ( ) 

Доказательство этого утверждения содержится, например, В 
[119, 124]. 

С учетом (4.61) рассмотрим операторы Sug, а=1, 2, опреде- 
ленные согласно (4.59). Обозначим C y= maxc(x). Тогда из 

ХЕ, 

(4.53), (4.54) следует 

9, Е<А,< (А, осо) Е, (4.62) 

6.EXA ox (А2- (1 — о) Со) Е, (4.63) 

где использованы обозначения (4.21), (4.22). Принимая во вни- 
мание, что ||S,||<1, o=1, 2, получим 

15111152 < {1$ , 1521}. 
Оценим, например, ||51|. Из (4.61), (4.62) имеем 

. 1— Уч 

minl|S,|] = — , ISl= = 
где 

oo 
nH, =1,(0) = 

Ay - осо.
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Отсюда вытекает, что для минимизации нормы оператора $! 
необходимо взять O=O, тогда 

min |5 = — == = 
¥Ai+V& 

Аналогичное рассмотрение оператора $. дает 

Ул, —V 82, min |]S,]|| =—_—= — 
Wal = У У 

только при o= 1. 
Следовательно, в зависимости от того, что меньше, min ||S;]| 

или ши ||52||, выбирается либо о=0, либо о=1, а также соот- 

ветствующее значение итерационного параметра т=2/И 6,А, или 

t=2/V 6,A, . Заметим, что при O<o<1 минимум норм 
15: и |$2|| зависит от со, причем ||5$1| |1$2|-—1 при co—oo. По- 
следняя ситуация характерна для задач со свободной грани- 
цей при применении метода штрафа. Таким образом, скорость 
сходимости метода переменных направлений не зависит от ко- 
эффициента с(х) лишь при о=0 или в=1. 

Аналогично строятся модификации метода переменных на- 
правлений вида 

ню У 
НР Ау + Ау, =f, 

Ty 

Ува Grtiso 

Te 
+ Алу + Ау =f. 

Здесь также необходимо выбирать либо о=0, либо о=1. Bo- 
лее подробно модификация методов переменных направлений 
для задач типа (4.16), (4.32) описана в [97]. 

Сделаем несколько замечаний относительно итерационных 
методов, используемых при реализации метода штрафа для 
решения задач со свободной границей. Итерационный процесс 
(4.9), (4.10) использовался в работах [65, 66, 172]. Вариант 
попеременно-треугольного метода, описанный в п. 4.5, предло- 
жен в [173] и применялся в задачах со свободной границей, 
начиная с работы [66]. Метод переменных направлений ис- 
пользовался при решении задачи со свободной границей в тео- 
рии джозефсоновских переходов [96, 97].
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$ 5. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ В НЕРЕГУЛЯРНЫХ ОБЛАСТЯХ 

5.1. Общая схема метода фиктивных областей 

Ранее мы рассмотрели краевые задачи со свободной грани- 
цей в прямоугольной области ©. Численное решение задач в 
нерегулярных областях является в настоящее время важным и 
интенсивно разрабатываемым направлением вычислительной 
математики. Не останавливаясь на сколько-нибудь подробном 
обзоре приближенных методов решения эллиптических уравне- 
ний в произвольных областях (cM., например, [121—123]), 
отметим некоторые из них. 

Естественным подходом к решению задач в нерегулярных 
областях являются преобразования переменных, например кон- 
формные или же рассмотренные в гл. ПТ. Другой важный 
класс алгоритмов строится на использовании нерегулярных се- 
ток [140, 174]. Хорошо приспособлен для этой цели метод ко- 
нечных элементов [67, 175]. При решении задач в составных 
областях большое распространение получили методы разделе- 
ния областей в различных модификациях [121—123]. Сюда же 
можно отнести и алгоритмы, которые построены на альтерни- 
рующем методе Шварца (см., например, [176—178]). Опреде- 
ленные возможности при: решении краевых задач в нерегуляр- 
ных областях имеют вариационные методы, использующие тео- 
рию К-функций [179, 180]. 

Большая группа методов строится на идее дополнения ис- 
ходной расчетной области до некоторой регулярной. Это преж- 
де всего метод фиктивных областей, получивший’ распростра: 
нение в вычислительной практике, начиная с работ '[181, 182], 
и его матричный вариант, известный под названием метода 
фиктивных компонент, фиктивных неизвестных [167, 122, 183, 
184]. Фактически та же идея использовалась нами при при- 
ближенном решении однофазных задач со свободной границей 
методом штрафа. 

Рассмотрим общую схему метода фиктивных областей. 
Пусть в области О решается некоторое ‘уравнение 

Lu=jf(x), хе, (5.1) 

с условием Ha границе 

lu=0, xeovd. (5.2) 

Для приближенного решения задачи (5.1), (5.2) р 
другую задачу в области Q, целиком содержащей D: 

Ги = (x), xeQ (DQ), (5.3) 

ри‹=0 xeodQ. (5.4) 

ассмотрим 
?
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При определенном выборе операторов L,, [‹ и правой части 
/°(x) в расширенной области Q получим, что при о—>0 и. (х)-— 
u(x), x=D. Малый параметр с характеризует близость при- 
ближенного решения №(х) к точному u(x). Общая ситуация, 
характерная для всех вариантов метода фиктивных областей, 
состоит в том, что уравнение (5.3) в расширенной области Q 
содержит малые (большие) коэффициенты, разрывные при пе- 
реходе границы OD. Это обстоятельство порождает определен- 
ные сложности как ‚при построении разностных схем для крае- 
вой задачи (5.3), (5.4), так и при итерационном решении раз- 
ностных задач. 

Следует заметитЪ, что вопросы обоснования сходимости 
дифференциального решения и.(х) к точному при oO во MHO- 
гих вариантах метода фиктивных областей проработаны с 
большой тщательностью. О достижениях в этом направлении 
можно судить по обзору [185]. Для построения разностных 
схем для задачи (5.3), (5.4) с сильнопеременными и разрывны- 
ми коэффициентами привлекаются последние достижения тео- 
рии разностных схем [186—188]. С точки зрения практической. 
реализации наиболее важным является вопрос об эффективной 
вычислительной реализации метода фиктивных областей, т. е. 
проблема создания итерационных методов решения сеточных 
уравнений с малыми (большими) коэффициентами. Эта про- 
блема будет-обсуждаться: нами несколько позже. 

Специально отметим несомненное преимущество метода 
фиктивных областей перед другими методами решения крае- 
вых задач в нерегулярных областях. Оно связано с высокой ав- 
томатизацией программирования, так как переход от одной за- 
дачи к другой осуществляется только с помощью задания но- 
вых коэффициентов уравнения. Это позволяет на основе мето- 
да фиктивных областей строить комплексы и пакеты приклад- 
ных программ [189]. Как следствие, основной недостаток ме- 
тода фиктивных областей — его невысокая точность. 

5.2. Задача Дирихле для эллиптического уравнения второго 
порядка 

Приведем основные варианты метода фиктивных областей 
для решения эллиптических задач и соответствующие оценки 
скорости сходимости приближенного решения и.(х) к точному 
u(x). Рассмотрим линейное эллиптическое уравнение 

Lu у ИИ (x)u= —f°(x), xe&D, (5.5) 
Ox; a Ax; 

i, j=! 

с достаточно гладкими коэффициентами a(x), aij?(x), правой 

$ П.Н. Вабищевич
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частью `Ю(х) и границей OD, причем а°(х)>0, хер. Дополни- 
тельно. потребуем выполнения следующего условия на границе: 

и(х) =0, xeoD. (5.6) 

Остановимся вначале на варианте метода фиктивных обла- 
стей, в котором при продолжении коэффициентов в фиктивную 
область Q\D разрывны -коэффициенты при старших производ- 
ных. Вместо (5.5), (5.6) решается задача 

—- x — о дис. __ о 70 Loto SS OSE а и=— 0), хе, (57) 
i, j=l 

и, (х)=0, xed. (5.8} 

В первом варианте- фиктивных областей (продсяжение по 
старшим коэффициентам) имеем 

0 
ao ее” rE. (5.9) 

u 0—26;, хе ОХ О, 

где 

0; = | Л 
0, ix]. 

Для коэффициента а°(х) можно использовать выражение 

ас (x) = re D, (5.10) 
0, xe OND. 

Будем считать, что правая часть f/°(x) продолжается в фик- 
тивную область следующим образом: 

oi {P ), xed, 
fo (x)= И ЕО р. (5.11) 

Для решения задачи (5.7)—(5.11) справедлива следующая 
оценка близости к точному решению и(х) для задачи (5.5), 
(5.6): 

[о (х) — м Dh ру S 610%. (5.12) 

Доказательство (5.12) можно найти в [190] (см. соответствую- 
щие ссылки в [185]). 

Во втором варианте метода фиктивных областей коэффи- 
циенты при старших производных продолжаются непрерывно 
B QND: 

A437 (x) =а:2(х), xeQ, (5.13)
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а для а°(х) используется выражение 

a? (x) =| 
a(x), xe D, 

0-2 xe QD. 

Обратим внимание Ha TO, что аналогичное продолжение ис- 
пользуется и при решении задач со свободной границей мето- 
дом штрафа (п. 3.3). При продолжении по младшим коэффи- 
циентам (5.11), (5.13), (5.14) соответствующая оценка точно- 
сти имеет вид [190] 

[lo (x) —U (Nyt) < C0. (5.15) 

(5.14) 

Отметим, что приведенные оценки (5.12), (5.15) неулучшаемы 
по порядку о. 

5.3. Задача Неймана 

В качестве второго примера рассмотрим уравнение (5.5) с 
условиями второго рода. Пусть вместо (5.4) выполнено 

 (x)=0, хедр, (5.16) 

где конормальная производная O/Ov определяется согласно 
(2.14) (гл. Г). Для приближенного решения задачи (5.5), 
(5.16) также используется метод фиктивных областей с про- 
должением по старшим коэффициентам, но вместо (5.9) пола- 
гаем 

0 

ас. (х) = | (x), xD, 
‘I 075; ;, Хх = OND . 

Для решений задач (5.5), (5.16) и (5.7), (5.8), (5.10), (5.11), 
(5.17) в расширенной области © справедлива оценка [191] 

(5.17) 

[luo (x) —u (р < C30", 

аналогичная выписанным ранее (5.12), (5.15). 
В настоящее время имеются обширные результаты по обос- 

нованию метода фиктивных областей для многих задач мате- 
матической физики, в частности и для начально-краевых задач 
для уравнений‘: параболического типа. 

5.4. Численная реализация 

При применении метода фиктивных областей необходимо 
решать задачу типа (5.7), (5.8) с сильно переменными коэф- 
фициентами. Это необходимо учитывать не только при по- 
HF
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строении разностных схем для задачи в расширенной области, 
но и при итерационном решении соответствующих сеточных эл- 
липтических уравнений. С этой точки зрения различные вари- 
анты метода фиктивных областей для одной и той же задачи 
могут. быть неравноценны. Так, например, при продолжении 
по младШим коэффициентам мы приходим к задачам типа 
(5.7), (5.8) с разрывным и сильно меняющимся коэффициен- 
том u°(x). Для таких эллиптических задач в 6 4 построены 
модификации основных итерационных методов решения сеточ- 
ных эллиптических уравнений, скорость которых не зависит 
от этого коэффициента. Таким образом, вычислительная рабо- 
та для решения краевой задачи в произвольной области при 
применении метода фиктивных ‘областей будет такой же, как 
и. при решении этой задачи в объемлющей регулярной обла- 
сти, или же незначительно возрастет. 

Этого нельзя сказать об итерационных методах решения за- 
дач типа (5.7), (5.8) с сильно переменными и разрывными ко- 
эффициентами а::°(х), т. е. при применении варианта метода: 
фиктивных областей с продолжением по старшим коэффициен- 
там. Как показывает вычислительная практика, JIA таких за- 
дач следует отдать предпочтение попеременно-треугольному 
методу [119] в модификации [170]. В этом случае зависимость 
числа итераций и от параметра о хотя и наблюдается, но. она 
достаточно слабая. Другие итерационные методы реализации 
метода фиктивных областей обсуждаются в [192]. 

5 6. ПРИМЕР 3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

ФИЛЬТРАЦИИ ЧЕРЕЗ ДАМБУ 

6.1. Постановка задачи 

Общая постановка задачи стационарной двумерной филь- 
трации через дамбу с неизвестной границей смачивания дана 

в гл. [ (п. 1.3). Рассмотрим 
x, | более простую задачу, когда 

поперечное сечение дамбы 
L, представляет собой  прямо- 
H 2 угольник Q (рис. 28), причем 

Е О, — его смоченная часть, a 

9 49, — Q. — несмоченная. Условия 
EEE ————— г ` (1.25) — (1.31) дают в нашем 
Е ЕЕ случае следующую” краевую 

SS _-—__1====== — задачу: 

* “1 Ap=0, хео., (6.1) 

Рис. 28. Фильтрация через дамбу (x)= — 02, 
прямоугольного сечения
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хЕГ: (х,=0), | (6.2) 

р(х) =о8(Н — х2), ХеГ! (x1 =0, 0<xo<H), (6.3) 

p(x)=pg(h—x2), xET2 (x1=h, OXx2<A), (6.4) 

р(х) =0, хеГз (m=h, << Н), (6.5) 

p(x)=0, <-(p+pgr)=0, хе$. (6.6) 

Относительно обозначений смотри 6 1 гл. I. 
_ Отметим, что для решения задачи с непрямоугольным сече- 
нием можно использовать метод фиктивных областей, о чем 
шла речь в предыдущем параграфе. 

`6.2. Преобразование Байокки 

Для численного решения задачи (6.1) — (6.6) используем 
возможность ее сведения к новой задаче, которая, в частности, 
допускает формулировку в виде вариационного неравенства 
[52] и более удобна для численного исследования. Введем 
вспомогательную функцию 

0, x Q_(x, >Ф(х,)), 

p(X) u(x) =: IVT рома, хе: (xy < 0(%)) 
Xe | 

где х2=ф(х1) — уравнение неизвестной границы $. Задача для 
и(х) имеет вид 

Au=og, хеЕО-, (6.7) 

и =pg- 2+ P84 (ne), vel, (6.8) 

и (x)= 0g oe ‚ xel,, (6.9) 

= ра, vel, (6.10) 

и(х) =0, xeTs. (6.11) 

Наиболее существенным моментом перехода к задаче для. вспо- 
могательной функции и(х) является то, что для и(х) на сво-
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бодной границе S ставятся вместо (6.6) однородные условия 
вида 

w(x) =0, (x) =0, xe S. (6.12) 

Такой подход использовался нами в работе [193]. 

6.3. Вычислительный алгоритм 

Задачу (6:7) — (6.12) будем решать методом штрафа (см. 
п. 3.3). Рассмотрим -задачу для приближенного решения, кото- 
poe обозначим и.(х). Во всей области Q функция и.(х) удов= 
летворяет уравнению 

Ди.— В: (и) И. =08, ХЕ, (6.13) 

где 

0, Ue = 0, 

Be (ue) = | = 
#2, Их 0. 

Уравнение (6.13) дополняется граничными условиями (6.8) — 
(6.11), а на оставшейся части OQ положим 

и(х) =0, xel_(T-=dQ_—S). (6.14) 

При таких условиях и. (х)—и(х) в ОФ. при =-—0, а линия и.(х)= 
=0 приближенно определяет неизвестную границу смачивания. 

Для численного решения нелинейного уравнения (6.13) с 
граничными условиями (6.8) — (6.11), (6.14) применяется ите- 
рационный процесс (4.9); (4.10). Линейная задача решается с 
использованием попеременно-треугольного метода в сочетании 
с методом сопряженных градиентов, который описан B п. 4.5. 

6.4. Примеры расчетов 

Приведем некоторые результаты расчетов, выполненных для 
поставленной задачи (6.1)— (6.6) при pg=1 (выбор системы 
единиц) при следующих значениях параметров задачи: H=0,8, 
lo=1, Д=1,0(0,5) — и переменной высоте A. Заметим, что дав- 
ление р(х) определяется по известной функции и(х) по фор- 
муле 

р(х)= —-*, xeQy. 
OX, 

Ha рис. 29 изображены ‘линии уровня давления (изобары) 
для задачи с /=1, h=0,2. Поведение границы смачивания $ 
при изменении А иллюстрируется на рис. 30. Здесь же штрихо-
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7 т 

Рис. 29. Изобары через равные ин- Рис. 30. Граница смачивания при 
тервалы для задачи с Н=0,8, h=0,2 Fe 8 OB) 2— 0,2; 3—0,4; 

~~ 1—9, 

вой Линией отмечены данные расчетов для дамбы вдвое мень- 
ше ширины (/;=0,5). Расчеты выполнены по сетке (51X51) на 
ЭВМ BOCM-6 при достаточно малом значении параметра штра- 
фа = (e 7=10!9).



ГЛАВА V ` 

ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

$ 1. ОДНОМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ 

1.1. Постановка задачи об изгибе стержней 

В качестве модельной рассмотрим задачу изгиба тонкого 
однородного цилиндрического стержня [60, 194]. В простейшем 
случае прогиб w(x), где x — координата вдоль стержня, под 
действием суммарного по сечению стержня $ усилия g(x) опре- 
деляется из уравпения равновесия (сравните с уравнением 
(1.35) для прогиба тонких пластин, п. 1.4 гл. Г) 

и q(x) 
ча = О<х< р, (1.1) 

где D — изгибная жесткость стержня. 
В зависимости от заделки краев стержня уравнение (1.1) 

дополняется различными граничными условиями при х=0, [. 
Например, 

du 
u(x)=0, ——=0> х=0,1[, (1.2) 

dx 

соответствует условию жесткой заделки. Другой случай (шар- 
нирное закрепление) приводит к задаче для уравнения (1.1) с 
дополнительными условиями 

и 

dx2 
и (х) =0; —0, х=0,[. (1.3) 

Предположим теперь, что на некотором расстоянии а от 
стержня находится жесткое препятствие (рис. 31). Тогда при 

‚2 _ Рис. 31. Влияние жесткого основа- 
0 я Zz ния Ha H3rHO упругого стержня 

достаточно больших нагрузках q(x) будет существовать об- 
ласть контакта стержня с препятствием. Таким образом, при- 
ходим к задаче (1.1) — (1.3) с дополнительным условием 

и(х) >а,` 09<х<. ~ (1.4)
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Аналогично ставятся задачи с ограничениями для неоднородно-. 
го стержня (S=S(x)), когда уравнение (1.1) заменяется на 
уравнение -с переменными коэффициентами 

аи a Pe = 4(x), OS ¥<I, 
а также когда граница жесткого препятствия He является 

плоской. 

1.2. Метод штрафа 

Для решения задачи c ограничениями (1:1), (1.2), (1.4) 
{или (1.1), (1.3), (1.4)) можно использовать различные под- 
ходы. На эти задачи сравнительно просто переносятся методы, 
которые обсуждались в гл. [У применительно’ к уравнениям BTO- 
рого порядка. Мы не будем останавливаться на релаксацион- 
ных методах с проектированием на множество ограничений ти- 
па (1.4), а обратимся к методу штрафа, который представля- 
ется более перспективным. Как и ранее, будем ориентировать- 
ся на решение соответствующей краевой задачи для нелинейно-. 
го уравнения Эйлера: 

Рассмотрим задачу (1.1), (1.4) с условиями Дирихле (1.2). 
Определим К как множество достаточно Гладких. функций та- 
ких, что 

K= {ole (x) > a, 0<х< 1 (x) =0, 2 =0, х=0,1 (1.5) 

Тогда задача (1.1), (1.2), (1.4) эквивалентна задаче миними- 
зации функционала 

а а № 
dx? 

6 

на множестве К. Таким образом, 

J(u) = ии (0). (1.7) 
ЕК 

Для решения задачи условной минимизации (1.5) — (1.7) 
применим метод штрафа (п. 3.3 гл. IV). Рассмотрим минимум 
функционала 

1 

Je(v) = J (v) | Be(v) (0 — 94% (1.8) 
0
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где коэффициент штрафа взят в виде 

о, 7 .9 
= uc a. (1.9) 

Решение задачи минимизации (1.8), (1.9), которое обозначим 
и.(х), дает приближенное решение исходной задачи, причем 
условие и. (х) <а определяет зону контакта. 

Уравнение Эйлера соответствующее задаче минимизации 
функционала /. (0), имеет вид 

di ; [ее +B (ue) (Ue — ад = MO 0K x <1. (1.10) 

Дополним его условиями 

и, (х)=0, № —0, x=0,1, (1.11) 
ах 

на концах стержня. Существует определенная механическая 
трактовка уравнения (1.10). Оно описывает изгиб стержня в 
условиях, когда на расстоянии а от него находится упругая 
среда с коэффициентом упругости, пропорциональным e 7. Слу- 
чай =—0 соответствует жесткому препятствию. 

Для решения нелинейной краевой задачи (1.10), (1.11) ис- 
пользуем итерационный процесс 

д Поет Шу’ 

ди! 
ust! (x) —0, ——=0, x=0,/, (1.13) 

dx 

аналогичный TOMY, который применялся в задачах для ypaBHe- 
ния второго порядка. 

1.3. Численное решение линейной задачи 

Для решения линейной задачи (1.12), (1.13) используют 
разностные методы. Достаточно подробное исследование соот- 
ветствующих разностных схем для уравнений четвертого поряд- 
ка содержится в книге [125]. Здесь мы коснемся лишь неко- 
торых моментов, которые будут нам полезны при рассмотрении 
двумерных задач. 

Введем равномерную сехку с шагом ft 

@n={x=x;=ih, 1=0,1,..., М, М=Ц. 

Для построения разностной схемы для уравнения (1.12) вос- 

пользуемся следующим приемом [124]. Продолжим сетку on
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слева И справа равномерно на один узел. На расширенной сет- 
ке аппроксимируем (1.12) обычным образом: 

ух, FA(X) Y=P(X), хео,, (1.14) 

где 

у, = (Их —21) —4y(x —h) + бу (x) —4y(x + В) + y(x + 2h)), 

а Wn — множество внутренних узлов. Для аппроксимации ко- 
эффициента В. (и.’) и правой части уравнения (1.12) можно ис- 
пользовать выражения 

*i4-1/2 ‚ЯН 

d(x) =— | Ведах, @(x)=d(x)a+—- | A ax, 
*i—1/2 *j—1/2 

Граничные условия аппроксимируем с использованием фик- 
тивных узлов. Например, для (1.13) получим 

y(x)=0, y(x—h)=y(x+h), х=0, 1 (1.15) 

Аналогично аппроксимируются однородные условия второго ро- 
да (1.3): 

y(x)=0, y(x—h)=—y(x+h), x=0, [. (1.16) 

Определим на множестве сеточных функций, обращающихся 
в нуль на границе, оператор Ао так, что 

Дои=— уж, Xn, y (x) =0, x=0, [. (1.17) 

Разностную задачу (1.14), (1.16) с учетом обозначений (1.17) 
можно записать в виде 

Ао?у-+а(х)и=Ф(х), xan. (1.18} 

Аналогично для (1.14), (1.15) получим 

Ac’y+ (d(x) +0(x))y=o(x), хеоь. (1.19) 
Здесь p(x) — сеточная функция, отличная от нуля только в 
приграничных узлах, причем | 

—4 __ ` 

59 =. ‚ = Nyy FNM (1.20) 
0, ххх Xn, 

Таким образом, переход OT разностной задачи с условиями вто- 
рого рода (1.16) к задаче с условиями первого рода (1.15) при- 
вел к появлению слагаемого о(х)ив (1.19). Такая же ситуация 
имеет место и в двумерной задаче для эллиптических уравне- 
ний четвертого порядка.
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Для численного ‘решения разностной задачи (1.18) (или 
(1.19)) можно использовать метод пятиточечной прогонки, по- 
дробное описание которого содержится в [119]. 

$ 2. МЕТОД ШТРАФА В ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧАХ 

2.1. Постановка задачи со свободной границей 

Будем рассматривать модельную задачу о прогибе тонкой 
однородной пластины с сечением © под действием поперечной 
нагрузки (см. более подробно в п. 1.4 гл. Г. В этом случае в 
части области @., где пластина не касается жесткого препятст- 
вия, функция u(x) удовлетворяет уравнению 

Д*и=1(х), хЕО., (2.1) 

где |(х) =q(x)/D. На границе дО@ предполагаются выполненны- 
ми условия жесткого защемления 

u(x) = (x) =0 ‚ ХЕОСО. (2.2) 

На новостной границе контакта $ справедливы соотношения: 

u(x) =a, (x) =0, Au=—0, хе 5, (2.3) 

которые вытекают из (1.39) (гл. Г). 

2.2. Вариационная задача ‘и метод штрафа 

Задача (2.1) — (2.3) сводится к’задаче минимизации функ- 
ционала 

о) =-- | (Av)? dx — | f(x) o(x) ak (2.4) 
Q {2 

Ha множестве дос?аточно гладких функций К, для которых 

К = [2169 >a, хе О, v(x)=0, (x) =0, ve 00}. (2.5) 

Для приближенного решения. задачи условной минимизации 
снова используем метод штрафа. Будем искать минимум функ- 
ционала 

J,(0) =J (0) + > ( Be(0) (oa)? de, (2.6) 
Q
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где В.(9) задана с помощью соотношения (1.9). Определим 
и. (х) из 

Л. (и.) = ШЕЛ. (9). (2.7) 

Нетрудно убедиться, что решение задачи (2.6), (2.7) удовлетво- 
ряет следующему уравнению уже во всей области 9: | 

А*и. Ве (и.) (Ue—a) =f (x), хе, (2.8) 

с граничными условиями 

див 

ON 
u,(x) =0, (x) =0, хе ОО. (2.9) 

Уравнение (2.8) описывает прогиб тонкой пластины над уп- 
ругим основанием, находящимся на расстоянии а от пластины 
[195, 196]. 

2.3. Итерационный процесс 

Для приближенного решения нелинейной краевой задачи 
применим итерационный метод Ньютона — Канторовича (см. 
п. | гл. IV). В этом случае на каждой (S+1)-H итерации необ- 
ходимо решить следующую линейную задачу: 

Азиз + Вь (45) (ust! — а) =f (x), xe Q, (2.10) 

aust} 

и (x)=0, —S—(2)=0, xed. (2.11) 

Разностные методы решения этой задачи будут рассмотрены 
ниже. 

< 

2.4. Метод фиктивных областей для решения задач 
в произвольных областях 

— 

Большие сложности возникают при решении эллиптических 
уравнений четвертого порядка в нерегулярных областях. В не- 
которых случаях можно применять метод фиктивных областей. 
некоторые варианты которого применительно к краевым зада- 
чам для уравнений второго порядка рассмотрены в $ 5 гл. ГУ. 

Рассмотрим следующую задачу в произвольной области D: 

А2и=Ю(х),  xeD, (2.12) 

и(х) =0, (x) =0, xe OD. (2.13)
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При применении варианта метода фиктивных областей с про- 
должением по младшим коэффициентам задача в регулярной 
области (DC) имеет [197] вид 

Аи. + а°(х) и=Р(х), хе, (2.14) 

Ug (x) =0, ae (x)=0, xe ag. (2.15) 

Здесь коэффициент а°(х) определен выражением 

0, xe D, 
ас (х) = | 

о? xe QND, 

а правая часть, например, 

%(x), xeD, p= |” 
0, xeGQND. 

Для погрешности приближенного решения задачи (2.12), (2.13) 
справедлива оценка 

||4° (x) — и (Хи < С40*. 

Аналогичные оценки могут быть получены и в других. соболев- 
ских пространствах (см., например, [185]). 

Задача (2.14), (2.15) полностью аналогична линеаризован- 
ной задаче (2.10), (2.11), что позволяет строить однородные 
вычислительные алгоритмы при совместном использовании ме- 
тода фиктивных областей и метода штрафа. 

Описанный подход к решению задач’ с ограничениями для 
эллиптических уравнений четвертого порядка предложен в ра- 
боте [64], где также приведены некоторые примеры расчетов. 

$ 3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНОЙ ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ 

3.1. Разностная задача 

Использование метода штрафа, а также метода фиктивных 
областей приводит к необходимости численного решения линей- 
ной задачи Дирихле для эллиптического уравнения четвертого 
порядка 

A20+B(x)v= g(x), хе, (3.1) 

v(x) =0, (x) =0, xe AQ, (3.2)



$ 3. Численное решение двумерной линейной задачи 119 

где (см. (2.10), (2.11)) 

B(x) = В» (1.°), p(x) =f (x) Нав» (и.5).. 
В случае применения варианта метода фиктивных областей 
{2.14), (2.15) имеем 

B(x) = а (х) + В, (и.°), Ф(х) =f (x) ав (иь"). 

Для приближенного решения задачи (3.1), (3.2) введем 

обычным образом равномерную сетку Waz=Wat yn. Аппроксима- 
цию уравнения (3.1) в приграничных узлах и граничных усло- 
вий (3.2) проведем с использованием расширенной сетки. (фик- 
тивные узлы с #=— 1, Ny +1 un |=—1, No+1) подобно тому, как 
это сделано в одномерном примере (п. 1.3). Используя ранее 
введенные обозначения для разностного оператора Лапласа, 
определим оператор Ао аналогично (1.17) следующим образом: 

Aoy=—Ay, хе», y(x)=0, херь. (3.3) 
Для Ао? имеем 

Ap’y=A*y, хе» y(x)=0, Ay=0, xeyn. (3.4) 

Разностная задача, аппроксимирующая (3.1), (3.2), в при- 
нятых обозначениях записывается в виде 

Ау=ф, ” (3.5) 
где 

А=Ао?+ с (ХЕ. (3.6) 
Здесь 

с(х) =d(x) +6 (х), 
а сеточная функция 0(х), определяемая аналогично одномер- 
ному случаю, отлична от нуля лишь в приграничных узлах: 

(0, i=2,3,...,N,—2, j=2,3,...,N,—2, 
2h, i=1,N,—1, j=2,3,...,N.—2, 
Qh=*, i=2,3,...,N,—2, 1=1, №— 1, 

2-5"), i=1,Ny—1, j=1,N,—1. 

о (x) = 4 

Случай o(x)=0 соответствует заданию Ha OQ условий второго 
рода 

v(x)=0, Av=0, x«eGdQ 

при их аппроксимации CO вторым порядком.
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3.2. Попеременно-треугольный метод для уравнений. 
четвертого порядка 

Рассмотрим вопрос о построении попеременно-треугольного 
итерационного метода для решения разностной задачи (3.5), 
(3.6). Ранее в достаточно общей форме рассмотрен вопрос о 
построении модификаций данного итерационного метода на 
случай коэффициентов с (^х) ==0. Поэтому сейчас необходимо ос- 
тановиться лишь на задаче (3.5) с A=Ap?. 

Определим операторы 

Ау = —Лоу=р—фу:,, G=1,2, хео,, (3.79 
a a 

y(x)=0, xen. 

Для них справедливы следующие оценки (см. п. 4.2 гл. IV): 

9.Е<А.< ЕЁ, 6.>0, а=1, 2. (3.8} 
Так как 

А,=А, + А», 

а операторы A;, Ay перестановочны, то 

К<Ао?<2К, (3.9) 

где ~ 

К=АрР+ А. (3.10} 

Сделаем следующее замечание, касающееся перехода от Ao? 
к оператору А. При построении попеременно-треугольного ите- 
рационного метода для оператора R нет необходимости в обра- 
щении трехдиагональной матрицы, как это имело бы место при 
использовании исходного оператора Ао”. Кроме того, для R об- 
легчается решение. вопросов, связанных с распараллеливанием 
алгоритма попеременно-треугольного. метода (см., например, 
[198, 199]). Кроме того, число итераций при решении задачи 
(3.5) с A=R возрастает в соответствии с теорией метода [119] 

только в V2 раз по сравнению с решением задачи для А=Ао?. 
Выберем В в попеременно-треугольном методе (п. 4.5 гл. IV) 

в виде 

В= (E+oR) (E+ воВ2}, (3.11) 
где 

R=R,+R2, Ю=Ю.*. 

Для операторов К., a=1,.2, с учетом у(х) =Лу=0, хе», по- 
лучим представления
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2 2 
Ку = Ан, i+ A yi 41 — =» — Ys (3.12) 

hy hs Ay ho 

1 - - ] 
Rey = Ty Aint oy Авиа 

1 2 

+ sas - = Yi » XW, (3.13) 

где использованы обычные обозначения теории разностных схем 
[124]. 

Оценим постоянные 6 и A. в неравенствах 

R>6E, RR<- oo Е, §>0, (3.14) 

причем oo=2/V 6A в (3.11). С учетом (3.8), (3.10) для 

первогб неравенства. (3.14) найдем 

6=012-+ 0622. (3.15) 

Оценим теперь величину A во втором неравенстве (3.14). 
Имеем 

(К, Кьу, У) = (Кьу)?; 1) = 
Ny-1 М,—1 

-У, 2 +— “ к Аи + и) Ah 
У, (-= he AWYi-,j 2Yi,j-1 3 Ух, +8 %, 1... 

[—1 j=l 2 

(3.16) 

Используя =-неравенство, из (3.16) получим 
N,—1 N,—1 

(В.К, < (1+2) У, у (-= выч Ан, +1), + 
i=] j=l 

te. У У (= „+ = уз, hyhs (3.17) 

Для оценки первого слагаемого в правой части (3.17) ‘приме- 
няем неравенство 

(а151-+ а262)?< (а12- ao”) (612-622), 

которое дает 
М№.— 

5. 

у (<r ie Ау, se hat i) hyhy < 

1— 

1—1
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№М:-ЕМ,—1 
1 1 <(sr tar) BY (ыыы < 

i=l j=1 

1 1 ^ 
<(=+-) (Ку, y). (3.18) 

i 2 

Здесь использовано соотношение 

‘N,—-1 М,—1 

(Ry, у) = у >. ((Ayy)? + (Agy)?) В.В». 
i=l j= 

Для оценки второго слагаемого в (3.17) используем оценки 

М№!—1 М№,—1 

У Ув, < (Аш), «=>, (3.19) 
i=l j=l 

доказательство которых можно найти, например, в [119, 124]. 
з (3.7), (3.8) вытекает 

bu (Aay, у) < (Абу, y)<Aa(Aay, у), а=1, 2. (3.20). 

Неравенства (3.19), (3.20) дают 

№М:—1 №,—1 

У (у; Ри < — (Ау, у); @= 1,2. (3.21) 
i=l j=l 

Принимая во внимание (3.21) и проделав выкладки, аналогич- 
ные (3.17), (3.18), получим 

Ny-1 М,- 1 , 

У (= Uz, + Tr i,) Malta < 4 | 

i=l j=l 

1 
? 8h? + ap) (Ruy). 

(3.22) 

Подстановка (3.18), (3.22) в (3.17) дает 

(RiRey, и) < ((1+ 2) (“+ Az) + 

A. 4 4(1 fa (#661 + hz *65)) (Ry, y) = 

Выбирая = из условия минимума А., получим для =©60A=mind, 

выражение 

А =4 Иж“ shyt +2V m7 87? + 15865 )?. (3.23) 
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С учетом (3.15), (3.23) для числа итераций при решении за- 
дачи (3.5) с А=Ао? попеременно-треугольным методом (3.11) 
получим оценку 

1 6 
п\п (0) = 45 — In » Y= =. (3.24} 

Ц 

Такая же оценка будет.и при решении задачи (3.5), (3.6) с мо- 
дификацией. попеременно-треугольного метода. согласно п. 4.5 
гл. [У. Асимптотическая зависимость от числа узлов по одно- 
му направлению имеет вид 

vr 1 n=O(NVN )In—, МАМ, —М,, 
20 

что значительно хуже, чем при решении сеточных эллиптиче- 
ских уравнений второго порядка. 

3.3. Второй вариант использования 
попеременно-треугольного метода 

Рассмотрим итерационный метод решения разностной зада- 
чи (3.5), (3.6), основанный на применении, попеременно-тре- 
угольного итерационного метода для уравнений второго поряд- 
ка. Введем обозначения 

A, = A, + т Е, (3.25) 

где Aop=A;+A2. Для решения уравнения (3.5) применим по- 
переменно-треугольный метод с оператором В, который стро- 
ится по оператору Ас. С учетом результатов § 4 гл. IV имеем 

B= (De+woAe!) Do“! (De+ вв А.) (3.26) 

где 

Ас=А.!-+А.?, Ас = (Ас?) *, 

а диагональный оператор» D, представлен в виде 

р, = (1 4+ £2) )E, 6,6, + 6,. (3.27) 
0-0 

B этом случае справедливо операторное неравенство 

УВ <Ас < уз В, (3.28} 

где 

бо 0_ бо 5o 
— = = ——— = —. ати В чу’ 8
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Кроме того, из (3.6), (3.25) непосредственно находим 

бо <A <ApAc. (3.29) 
Объединяя (3.28), (3.29), получим необходимое ‘двухстороннее 
неравенство 

у1В <А <у2В 

с параметрами 

№. 
21 Ут)’ ^- 4Ую | 

В этом случае 

Vi 

Е — У _ 21 У No 

Ve 1 -+ Ут 

Поэтому при применении методов с чебышевским набором па- 
раметров для числа итераций Mm имеем оценку 

1 2 6 
In—, Y=— (3.30) 0 ° °-. 

(Ато) 9/4 Eo Ao 

Существенно, что H в данном варианте итерационного мето- 
да число итераций п не зависит от коэффициента с(х)>0. 

Сравнение двух вариантов попеременно-треугольного метода 
в эллиптических задачах четвертого порядка (3.5), (3.6) 
удобно провести для случая, когда [=П=р, h=h;=h,, М= М, = 
=/№5. Для 6., А. используем известные оценки’ [119, 124] 

Nh > Ng (Ep) = 

16 8 = A=. (3.31) 

Подстановка (3.31) в (3.30) дает 

п? т (во) = № In (3.32) 
4/2 £0 

для варианта (3.26), (3.27) попеременно-треугольного итера- 
ционного метода. Для 6 и AB (3.24) получим 

6 = — A x 4h-4N?, 

что дает ту же оценку числа итераций (3.32). 
Таким образом, попеременно-треугольный метод, построен- 

ный непосредственно для сеточного эллиптического уравнения 
четвертого порядка, требует такого же числа итераций, что и 
метод, построенный на основе попеременно-треугольного мето- 
да для уравнений второго порядка. Однако последний реали-
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зуется за меньшее число арифметических действий, поэтому он 
и использован в практических расчетах. 

Попеременно-треугольный метод для эллиптических уравне- 
ний четвертого порядка обсуждается в [200]. Излагаемый ва- 
риант использования попеременно-треугольного метода для эл- 
липтических уравнений второго порядка предложен в: работе 
[64], другие способы выбора В экспериментально исследова- 
лись в [201, 202]. | 

При численном решении задачи Дирихле для бигармониче- 
ского уравнения в прямоугольнике плодотворно используется 
идея локального уточнения граничного условия для Av. Ha- 
пример, отметим работы [203—205]. Применение метода конеч- 
ных элементов позволяет использовать такой подход и для за- 
дач в нерегулярных областях. Достаточно широкое распростра- 
нение получили прямые методы [206, 207] для задач в прямо- 
угольнике. 

§ 4. ПРИМЕР 4. РАСЧЕТ ОДНОРОДНЫХ ПЛАСТИН 

С ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

\! . 

4.1. Круглая пластина 

Остановимся Ha некоторых расчетах прогиба TOHKHX OJLHO- 

родных пластин с ограничениями 

и(х) >а, xeEQ, (4.1) 
для различных параметров а. Вначале рассмотрим задачу для 
круглой пластины радиуса =0,5, подверженной однородным 
нагрузкам. Пусть 7 (х) =—1 в исходной задаче (2.1) — (2.3), тог- 
да прогиб пластины определяется из решения следующей одно- 
мерной задачи с ограничениями: 

ата у geren, (4.2) 
< условиями на краю 

du 
и (г) =0, = = = Го, (4.3) 

а на границе контакта 

du d*u u{r)=a, “=0, “4 =0, rt. | =а 4 0, rat (4.4) 
При a<—2-!0 пластина не касается препятствия и решение 
имеет вид 

и (г) =— 2-10 (1— (2r)?)2.
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Такая модельная задача использовалась нами при рассмот- 

рении вопросов численного решения двумерных задач с огра- 

ничениями. Исходная расчетная область (круг) погружалась в 
квадрат 

В ={х|х= (x1, Xo), 0<x.<l, a=], 2}. 

При решении задачи; в @ использовался метод фиктивных 0б- 
ластей (см. п. 2.4), а для задач с ограничениями — метод 
штрафа. 

(oN 
NA 

Ws) Г 

0 
05 - xz 

Рис. 32. Сравнение приближенного и точного решений при различ- 
ном задании фиктивной области: 1 — точное решение, 2 — прибли- 
женное: решение с фиктивной областью Д»ь”, 3 — приближенное ре- 
шение с фиктивной областью Dp’ 

‘Ha рис. 32 представлено точное и разностные решения за- 
дачи (4.2)— (4.4) без ограничений (a<—2-!°),. Здесь исполь- 
зовался метод фиктивных областей (2.14), (2.15), причем при 
переходе к разностной задаче использовалась простейшая ап- 
проксимация коэффициента а°(х): 

0  х= р , 
аб (x) = h 

0—2, хех, Ш. 

В этом случае точность разностного решения зависит от того, 
‘насколько хорошо исходная расчетная область приближается к 
ступенчатой. В рассматриваемом примере использовались два 

приближения: 

Dw! ={x|xE0n, (хто)? + (хп)? < 107},
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когда все узлы ступенчатой фиктивной области лежат вне кру- 
га, и более точное 

Di” = 4х хеюв, (же то)? (хто)? < (п— 1/2) 7}, 
где А=й,=йЙ. — шаг квадратной сетки. 

J 
4. .70 

zy 7 

045 7 2, 

Рис. 33. Зависимость приближенного решения от параметра штра- 
фа (e-2=o0-2): 1— e-2=0; 2 — 107; 3 — 10%; 4— &-2>108 

Рис. 33 иллюстрирует влияние штрафа, причем o=s и A= 
—=— 5.104. Здесь приведено решение в сечении х2=0,5. Анало- 
гичные данные в диагональном сечении приведены на рис. 34. 
Видно, что при o 2=e—2>10° увеличение штрафа не приводит к 
заметному изменению решения. 

4.2. Другие примеры расчетов 

При задании на границе прямоугольной пластины условий 

и(х) =0, Au=0, хедщо, 

которые соответствуют свободно опертому краю, также можно 
воспользоваться описанным ранее вычислительным алгоритмом 
с реализацией метода штрафа на основе попеременно-треуголь- 
ного итерационного метода. Пример такого расчета с ограниче- 
ниями (4.1). при |(х) =—1 приведен на рис. 35. Здесь исполь- 
зованы достаточно малые в (=-?>108), расчет выполнен на
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0 | | OS | Pp 

Рис. 34. Приближенное решение в диагональном сечении при =-?=0-?; 
1 — e~-?=0; 2 — 102; 3 — 104; 4— = 2> 106 

5 / 

и; -70 ° 

т 

9 f- 7 

2 

3 . 0 2, 1 

р 9. - 

5 
ae 

it и 

0 

05` 7 2, 

Рис. 35. Решение задачи о квадратной платине со свободно 
опирающимися краями: 1 — без ограничений, 2 — a=3,5- 10-3, 
3 — 3. 10-3, 4 — 2,5.10-3, 5 —2.10-3



$ 4. Расчет однородных пластин с ограничениями 129 

3 
и. - 10 

7 
7 

. т. 

1 yA 

3 0 “By 7 

5 

OS rei — 

05 1 № 
St 7. 

Рис. 36. Пластина c защемленными краями: 1 — без ограниче- 
ний, 2 — 10-3, 3 —7,5.10-4*, 4—5.10- 

2 

7 7 

7 

0 . — 
05 - 075 7 x 

Рис. 37. Пластина с заданным по периметру внутреннего 
квадрата смещением: / — а=2.10-3, 2 — 10-3
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стеке (30X30). Для сравнения на рис. 36 приведены данные 
расчета прямоугольной пластины с жестко защемленным краем, 
когда Ha OQ заданы условия первого рода (2.2). 

Отметим также возможность расчета пластин с более об- 
щими, чем (4.1), ограничениями. Это могут быть условия вида 
и(х) >8(х), где функция g(x) определяет границу препятствия, 
и т. п. Приведем пример частично опертой пластины. Предпо- 
ложим, что вместо (4.1) задано условие и(х) =иьр(х), хЕЕР, где 
Рес о. Ha рис. 37 представлены результаты расчетов, когда 
Р — граница квадрата, целиком лежащего в единичном квад- 
pate ©. Следует отметить, что. указанные примеры носят чис- 
то иллюстративный характер. Они лишь отчасти отражают воз- 
можности разработанного метода для решения прикладных за- 
дач теории упругости. Аналогичные расчеты можно найти в 
книге [62], где вычислительный алгоритм строится на основе 
метода конечных элементов.



ГЛАВА VI 

НЕКОРРЕКТНЫЕ ЗАДАЧИ CO СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 

$ 1. МЕТОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
mY 

1.1. Постановка некорректных задач со свободной границей 

Выше мы рассмотрели краевые задачи со свободной грани- 
цей, которые характеризуются тем, что часть границы обла- 
сти (или вся граница) неизвестна, но на пей заданы дополни- 
тельные условия. Так, при исследовании задач для эллиптиче- 
ских уравнений второго порядка на свободной границе задано 
два граничных условия. Такая ‘ситуация характерна для кор- 
ректных задач с неизвестной границей, причем задачи эти всег- 
да нелинейны. Здёсь мы остановимся на некорректных задачах 
со свободной границей. Общим моментом для задач такого 
класса является то, что мы имеем дополнительное условие не 
на неизвестной, а на заданной части границы области. 

2. т. 

т, 

a у 6 7, 

Рис. 38. Задача Коши для двухсвязной (а) и односвязной (6) обла- 
сти Qi: Г, — заданная часть границы, $ — неизвестная граница 

Рассмотрим пример (рис. 38). Пусть для определенности 
Г.. — известная часть границы, а S'— неизвестная... Внутри об- 
ласти Qs решение u(x) удовлетворяет уравнению 

Au=0, хе. (1.1)
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На известной части границы заданы два условия 

ди . 
u(x) = (x), эк 9 =$(), хЕГ+. (1.2} 

Сама неизвестная граница может определяться из. различных 
дополнительных условий. В $ 1 гл. [ рассмотрен пример из гео- 
физики, в котором на 5“выполнено однородное условие второ- 
го рода. B данном случае предположим, что 

S={x|u(x) =и*}, 
т. е. на 5 выполнено условие первого рода 

и(х) =и*, хе. (1.3} 

Таким образом, мы пришли к задаче с начальными данными 
(1.2) для уравнения Лапласа. Неизвестная граница $_восста- 
навливается после решения (1.1), (1.2) по условию (1.3). 

2) 

a 6 ' 

Рис. 39. Задача со свободной. границей` при продолжении реше- 
ний краевых задач в ограниченной (а) и неограниченной (6) 
области 

Другой класс некорректных задач со свободной границей ха- 
рактеризуется тем, что дополнительное условие ставится на не- 
котором внутреннем многообразии меньшей размерности. На- 
пример, ставятся условия Ha y (рис. 39). В простейшем случае 
решается уравнение (1.1) с дополнительными условиями 

и(х) =Ф(х), ХЕГ+, (1.4) 

и (х) =ф(х), xey, (1.5) 
после чего определяется граница $. О таких задачах говорят 
как о задачах продолжения решений эллиптических краевых
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задач. Действительно, для задачи (1.1), (1.4), (1.5) внутри 06- 
ласти между Г, иу мы имеем краевую задачу, решение KOTO- 
рой необходимо продолжить в область, прилегающую к у, 
ВПЛОТЬ ДО S.. 

Эти задачи принадлежат к классу условно корректных .(cM. 
цитированную ранее литературу [115—118], а также работы 
[208—211]). Остановимся на некоторых методах приближенно- 
го решения таких задач. В нашем рассмотрении будем придер- 
живаться алгоритмической направленности, оставляя без вни- 
мания важные теоретические вопросы обоснования использу- 
емых методов. Изложение этих вопросов в рамках настоящей 
работы привело бы к значительной перегрузке ее материалом, 
который далеко уводит от основного содержания. В то же са- 
мое время не хотелось оставлять эту проблематику без вни- 
мания. ~ - 

Задачи продолжения решений эллиптических уравнений и 
задачи Коши встречаются во многих практически важных слу- 
чаях. Мы уже отмечали задачи разведочной геофизики, причем: 
речь идет не только о задачах электроразведки, но и грави- 
и магниторазведки [212, 213]. В качестве примера будет рас- 
смотрена ($.5) задача определения границы плазменного: 
шнура по данным магнитных измерений вне плазмы. Очень HH- 
тересная задача Коши co свободной границей обсуждается 
в работе [214] при рассмотрении задачи о формировании те- 
чения с заданным распределением скорости при помощи пори- 
стой перемычки. Аналогичные задачи могут быть поставлены 
и при раесмотрении многих проблем синтеза в теплофизике,. 
электродинамике и т. д. 

1.2. Метод интегральных уравнений 
— 

При решении многих некорректных задач для эллиптиче- 
ских уравнений могут быть использованы ‘интегральные урав- 
нения. Поясним сказанное на примерах задач; которые приве- 
дены выше. Метод интегральных ‚уравнений удобно использо- 
вать для задачи продолжения решений эллиптических уравне- 
ний, когда 0. — неограниченная область. На рис. 39 показа- 
но решение уравнения (1.1) вне у с некоторыми условиями Ha 
бесконечности вместо (1.4). Например, рассмотрим задачу 

Au=0, xe@Qu, (1.6) 

u(x)=0, |x| =o, (1.7) 
— 

п 

9 

с условиями (1.5) на у, где |х|?.= У) x2, 
t 

t=]
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Особенность поставленной задачи заключается в том,--что 
область Qi не ограничена. Можно предложить следующий 
подход к решению таких задач. Выберем контур С, который 
априори лежит внутри 5. Будем искать решение задачи (1.5) — 
Г. ./) в виде потенциала простого слоя с носителем на контуре 

‚т. е. 

u(x) = J v(x')G(x, ха. (1.8) 
С 

Для определения плотности используем условие на y, которое 
приводит к интегральному уравнению Фредгольма первого ро- 
да 

(+) 6(% x’)dt=(x), vey. (1.9) 
С - 

Аналогично можно поступить и в задаче (1.1), (1.4), (1.5) 
в ограниченной области, а также при решении задачи Коши 
(1.1), (1.2). В этом случае решение ищется в виде суммы двух 
потенциалов с носителями на двух контурах С! и Co, между ко- 
торыми лежит Г+ и $5. 

Такой подход к решению некорректных задач для эллипти- 
ческих уравнений давно используется в геофизике (см., напри- 
мер, [215, 216]). Интересно, что идея представления решения в 
виде потенциала с особенностью вне расчетной области приме- 
няется и для решения обычных граничных задач, т. е. в усло- 
виях, когда в задаче нужно найти решение только вне у. Этот 
метод рассматривается в [217], его обоснование дается в рабо. 

тах [218, 219]. | 

1.3. Метод регуляризации ̀ 

В настоящее время основным методом решения некоррект- 
ных задач является метод регуляризации Тихонова [220]. При- 
менительно к решению. интегральных уравнений Фредгольма 
первого рода он подробно изложен в [117, 221], где имеются 
также программы для ЭВМ. Запишем (1.8) в виде оператор- 
ного уравнения первого рода 

Ау=] 

с неизвестной функцией у и заданной правой частью |. В мето- 
де регуляризации 0-го порядка приближенное решение y, опре- 
деляется из уравнения' 

А *AYatQya=A* fs,
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где параметр регуляризации а согласован с погрешностью’ B 
правой части 

р 7 <6, 

т. е. в задании функции ф(х) в (1.9). | 
Очень важным вопросом при приближенном решении некор- 

ректных задач является выбор параметра регуляризации: В вы- 
числительной практике получили широкое распространение ме- 
тоды невязки, обобщенной невязки [115, 117, 222]. Обширный 
материал по этому вопросу приведен в обзорной работе [223]. 
Следует отметить, что проблема решения интегральных урав- 
нений Фредгольма первого рода освещается в большом числе 
работ и проработана достаточно глубоко. 

$ 2. МЕТОД ОБРАЩЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ KOLUK 

2.1. Постановка задачи 

Для решения задачи Коши для эллиптических уравнений ча- 
сто применяются разностные методы. В [118] рассматривается 
метод квазиобращения, обоснование которого для параболиче- 
ских задач содержится в работе [224]. Применение ero к эл- 
липтическим задачам приводит кзначительным трудностям вы- 
числительного характера, так как приходится решать задачу с 
сильно изменяющимися коэффициентами для эллиптического: 
уравнения более высокого порядка, чем исходное. 

В ряде работ (см., например, [225, 226]) при решении не- 
корректной задачи Коши для уравнения Лапласа в части по-. 
луполосы используется эквивалентная система уравнений Ко- 
ши — Римана, для которой применяются обычные разностные 
методы. В работах |227, 228] предложен метод обращения пе- 
ременных, который используется для решения плоской задачи 
Коши для эллиптических уравнений и систем. Он тесно примы- 
кает к рассмотренному в гл. IJ] методу решения краевых задач, 
и суть его состоит в отображении исходной нерегулярной обла- 
сти на регулярную. Такой метод может быть применен в двух 
вариантах. В первом из них он используется для прямого ре- 
шения исходной задачи, во втором — для построения ортого- 
нальной сетки, на которой уже решается рассматриваемая за- 
дача. Остановимся на первом варианте применения метода об- 
ращения переменных. Предлагаемый вычислительный алгоритм 
в значительной степени строится эвристически на базе прове- 
денного вычислительного эксперимента и отчасти на результа- 
тах работ [225—228].
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Г. 
/ f 9’ 5 

0 > -0 — 

a т. 6 we 

Рис. 40. Задача Коши со свободной границей в исходных (a) и обращенных 
‚ (6) переменных 

Рассмотрим следующую модельную задачу Коши в двух- 
связной области Q+ (рис. 40): 

Au=0, хе. (2.1) 

и (х) =0, (x)= (9, rela, (2.2) 

u(x)=u*, хе. (2.3) 

В задаче (2.1) — (2.3) положим и*>0, и поэтому p(x) <0. 

2.2. Обращение переменных 

Для решения задачи (2.1) — (2.3) применим метод обраще- 
ния переменных (гл. ПГ). От переменных‘ (x1, х2) перейдем к 
новым независимым переменным (и, 9), где э — сопряженная 
к и гармоническая функция, т. е. у=ии O=vV, причем и HO ор- 
‘тогональны. Для u(x) и v(x) справедливы уравнения Коши — 
Римана 

OX; OX, | OX. Ox, | 

В новых переменных перейдем от (2.4) к следующим урав- 
нениям для х. (и, 9), a=], 2: 

Ox, _ 0х д _ _ Ox, (2 5) 

Ou ov’ Bu du - 
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Система уравнений (2.5) используется для численного решения 
исходной задачи (2.1) — (2.3). Остановимся на начальных усло- 
BHAX для этой системы. Контур Г. в новой системе координат 
(и, 9) является частью координатной линии и=0, на которой 
заданы координаты XxX; и х2. Однако сами зависимости ха (0, и), 
a=1, 2, от о неизвестны, так как Ha Ty значение U(x) не опре- 
делено.. 

Функцию v(x) на Г, можно найти, используя начальные 
условия (2.2). Обозначим через O/Ot производную вдоль каса- 
тельной к Ty. Справедливо следующее соотношение Ha Г.: 

хеЕГ*.. (2.6) 

С точностью до постоянной из (2.6) и (2.2) следует 

v(x)=l(pl(xdt, хеГ+, ely. (2.7) 

С помощью (2.7) задаем граничные значения для неизвест- 
НЫХ Ха (и, 0), a=1, 2: 

Хо (0, 9) =x.9(v), а=1, 2. (2.8) 

По переменной о ставятся естественные условия периодично- 
CTH 

Ха (и, 9) = ха (и, 9), a=1, 2, w= max 0 (х). (2.9) 
ХЕ + 

Таким образом, в обращенных переменных приходим к задаче 
Коши для системы уравнений Коши — Римана (2.5), (2.8), 
(2.9). Она решается в прямоугольнике 

О” = { (м, о) |O<u<u*, 0<u<upj}, 

причем х.(и*, о), a=1, 2, определяют неизвестную границу $. 

2.3. Разностная задача 
— 

Остановимся кратко на вопросах численной. реализации ме- 
тода обращения переменных. Запишем уравнение (2.5) в виде 

Oz . Oz 4% Wo, (2.10) 
где 2=х,- 1х2. Уравнение (2.10) дополним условиями, вытекаю- 
щими из начальных условий (2.8) для хо (и, 9), а=1, 2, 

2(0, v) =2 (0). (2.11) 
6 II. Н. Вабищевич
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Кроме того, условия периодичности (2.9) дают 

2(и, U+Up) =2(и, и). (2.12) 

Пусть задана в общем случае неравномерная сетка по пере- 
менным цио 

WO, ={(4, 0) = (иь, 9), Up=Urtth, u=0, им = ми», 

= т) и, =0, UN, = р» k=1, 2, .... N,—1, j= 

=—1, 2,..., МВ. 
Обозначим через Z;*, х1;", X2j* соответствующие сеточные функ- 
ции в узле (Up, 9,). 

Для аппроксимации (2.10) удобно использовать явные раз- 
ностные схемы. Простейшая из них при hy=h=const и t=t= 
=const имеет вид 

1—2) +7 аа о 

h 2 

и порядок аппроксимации О (й-+^?). Схема 

15 —_ a a 
h Qu 212 \ I+ 

—2zt +24) (2.13) 

аппроксимирует (2.10) co вторым порядком как по и, так и по 
и. Исследование этих и других аналогичных схем можно найти 
в работах [225, 226]. 

Разностная схема типа (2.13) на неравномерной сетке за- 
писывается в виде 

им (2) 
Aya . | 

+ TF 44 (9—1) — 
hes 1 1 +1 в (у __yk 

ты ar т (Ян — М т) (XT, 9-1), 

ХАН Е _ 1 Cee 
Ta _ тя gtr (Tj + T44) ‚РЕ j 

Rk. 

+ Tay (xt, —Х, ta) 

tet 1 4 
— xe, — xk.) —— (xk, —xF ._ )). 

(tj + T41) |= ин) т ГИ 
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Шаг сетки по о ‘получаем из аппроксимации (2.7). Например, 

— 1) ((x° + (x8, __ хо уе 
T= (фу yan) (8 A Bit) 

rie хер, j=0, 1, ..., №, — координаты точки границы T+, KOTO- 
рые являются начальными условиями для (2.5). 

Примеры решения модельных задач типа (2.1) — (2.3) мето- 
дом обращения переменных можно найти в [227, 228]. 

ie) 

$ 3. МЕТОД КВАЗИОБРАЩЕНИЯ И ЕГО ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ. 

3.1. Постановка задачи 

В данном разделе речь пойдет об использовании нового ва- 
рианта метода квазиобращения, который предложен в работе 
[229], при решении задачи Коши для эллиптических уравнений 
в цилиндрических областях. Аналогичный подход при решении 
некорректных задач для эволюционных уравнений первого по- 
рядка (задача с обратным временем для уравнения теплопро- 
водности) применялся ранее в [230]. 

Рассмотрим простейшую задачу рассматриваемого класса в 
п-мерном параллелепипеде Q= (0, 1) KQn-1, 

9 ={х|х= (x1, Хз, ..., Xn}, O<xi<li, i=1, 2,..., nh. 

Пусть. u(x) удовлетворяет уравнению 

Аи 24 4A, и—0, xe Q, (3.1) 

и условиям 

u(x)=—(x!), ж=0, х=(жь, Xa, +) Xn) Ель (3.2) 
Ou 5, 1) =9, 4 =0, (3.3) 

а Ha боковых гранях положим 

и(х) =0, «’GdOQn-1. (3.4) 

Для приближенного устойчивого решения задачи Коши (3.1) — 
(3.4) сначала рассмотрим подход с возмущением исходного 

уравнения. Методы такого класса относят к методам квазиоб- 

ращения [118]. 

6*



140 Гл. УГ. Некорректные задачи со свободной границей 

3.2. Метод квазиобращения 

Попробуем заменить уравнение (3.1) «близким» ему так, 
чтобы задача для него была уже корректной, т. е. имелась не- 
прерывная зависимость решения от начального условия. Обо- 
значим приближенное решение через из(х) и определим его из: 
уравнения 

ис 0? 

дх2 —@ дх2 An—iUg, + Алис, =0, хо, (3.5) 
1 1 

которое дополняется условиями (3.2) — (3.4). 
Докажем для решения задачи (3.2) — (3.5) соответствующую 

оценку устойчивости. Пусть о*(х’) — собственные функции за- 
дачи 

An-\U+A0=0, x’EGQn-1, (3.6) 

v(x’) =0, еб, (3.7) 

а Л, — соответствующие собственные значения. Будем искать 
решение задачи (3.2) — (3.5) в виде разложения 

=) at (x1) Up (х'). (3.8) 

Подстановка (3.8) в (3.5) с учетом (3.2) — (3.4) приводит к 
задаче 

ay 

(1 +02) = > — А, © = 0, (3.9) 
xy 

at (0) = Фь, (3.10) 

где gr, R=1, 2, ..., — коэффициенты разложения p(x’) в ряд 
по собственным функциям о» (х”).`Решение задачи (3.9), (3.10) 
имеет вид 

alyl\ __ Ap 

ap (2) = Pac ИЕ в 
Отсюда получаем для и.(х) представление 

из (x) -Уье (У => = в on(e' (3.11) 
k= 
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Заметим, что исходная задача (3.1) — (3.4) приводит к следую- 
щему выражению: 

u(x) = > py ch (Vay X) Up (х'). (3.12) 
=] 

Из (3.12) видно, что неустойчивость решения задачи Коши 
(3.1) — (3.4) обусловливается преобладающим ростом со време- 
нем высших гармоник. 

Для решения задачи (3.2) — (3.5) справедлива следующая 
оценка в Lo(Qp-1):” 

|| Ua (x) || < exp ( 

$ 

4— | |lp(x’)|]. 3.13) Fz) lee yl (3.13) 
Действительно, из (3.11) в силу равенства Парсеваля имеем 

| С? = J of ch? (и я = < 
k=l 

2 . 2 , 
< ехр Va ха У y= exp (= *,) ИФ). 

k=] 

Здесь использовано условие a@>0 и то, что для задачи (3. 6), 
(3.7) Az>0. 

При решении задач с возмущенным начальным условием, 
т. е. когда вместо точного начального условия p(x’) задано 
приближенное s(x’), причем 

фз (х’) —ф (x’) |< 6 
необходимо согласовывать параметр регуляризации а в уравне- 
нии (3.5) с погрешностью § во входных данных. Для доказа- 
тельства сходимости приближенного решения и. (х). к точному 
при 6—0 и a(5)—0 условия непрерывной зависимости (оценки 
(3.13)) недостаточно: Нужно показать, при каких априорных 
предположениях на решение и при каком выборе зависимости 
a(6) такая сходимость имеется. Этот вопрос исследуется по схе- 
ме работ [224, 231] (см. также гл. У в [115]). Аналогичное 
замечание касается и. метода нелокального возмущения началь- 
ных условий, который рассматривается в следующем пара- 
графе. 

х 

3.3. Разностная задача и устойчивость разностных схем 

ee в В Ort равномерную сетку Wp с шагами he, R= 
=2, 3,
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On=Ontye={x' = (oho, isha, ..., шп), 

in=0, l, wey Nz, Nuhn=le, k=2, 3, ... ‚ п}. 

Для того чтобы подчеркнуть, что мы имеем дело с. эволюци- 
онной задачей, шаг сетки по переменной x, обозначим через т, 
причем / 

o,={x,=jr, j=0, l, way МТ, №Мл=1}. 

Аппроксимируем оператор A,-; на сетке о, обычным образом: 

л- у. Agy = у y- ’ Xx’ S Wp.. 

Введем оператор Ap=Ao* >0 такой, что 

Agy=—Ay, x’Gon, y(x’)=0, x’&yn. (3.14) 

Для Ao справедливо представление - 
9 

A= A, A,=Ar>0, k=2, 3,..., п. (3.15) 
k==2 | | 

На сетке о. =ю,Жо..рассмотрим сначала схему с весами 
для исходной задачи (3.1)— (3.4). Имеем 

+1 __ . 1 | . . y! 211 - y! . — Ау (oyyit! + (1 —0O, —0O,) y! + и!) = 0 (3. 16) 
2 

с заданными 19, y}. 
Для разностного решения неустойчивых задач имеет смыёл 

говорить о р-устойчивости соответствующих разностных схем 
при р>1, чтобы приближенно передавать поведение точного ре- 
шения при возрастании х!({). В этом случае для разностного 
решения выполнены оценки типа 

Lyi} || >= (Ру, у) <plly'llp, 

где D=D*>0. Основная цель при построении’ р-устойчивых 
разностных схем состоит в том, чтобы контролировать-рост ре- 
шения исходя из априорной информации о решении, фильтро- 
‘вать высокие (паразитные) гармоники. 

Исследование соответствующих разностных схем будем про- 
водить на основе общей теории устойчивости А. А. Самарского 
[124, 232]. Другие подходы при решении некорректных задач 
разностными методами рассматриваются в работах [233, 234 |. 

Для исследования схем типа (3.16) запишем их в канониче- 
ской форме трехслойных разностных схем [124]:
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yitl __ yin} 
+R (yt! = 2yi + yi) + Ау =0. (3.17) 

Напомним следующий основной результат о р-устойчивости 
схем (3.17) 232, 235]. При самосопряженных и постоянных 
операторах A, В и К схема (3.17) р-устойчива с р>>0 при вы- 
полнении следующих операторных неравенств: 

— В+ (р— 1) +рА >20, (3.18) 

—! B+(p+1)?R—pA > 0, (3.19) 

Ot! By R>0, (3.20) 

$=" B+(e?+1)R>0, (3.21) 

причем условия (3.18)— (3. 21) являются необходимыми и до- 
статочными. Схема с весами (3.16) записывается в канониче- 
ской форме с операторами 

ль B=—1(0;—02) Ao, (3.22) 

Rate+ — (6, +05) Ay (3.23) 
я 

в силу того, что 

oyyit! + (1—0: —09) y! + оу 1 = у! + 

о -- (0, +02) (yt? —2y! + yi) + -- (1—0) (yt! —y'~"). 

Рассмотрим случай, когда 01=0.=0. Ham понадобится сле- 
дующая оценка для оператора Ао: 

~ 

Ao<An шах, (3.24) 

ГДе Anmax=O(h-*), а h?=ho?+he?+...+h,? [124]. 
Покажем, что схема (3.16) при: 61=02=0 о-устойчива с 

р == 14+V damaxT. (3.25) 

В этом случае из (3.22), (3.23) следует 

A=—Apo,* B=0, (3.26) 

R—-tE (3.27)
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Неравенства (3. 19) — (3. 21) при о>1 очевидны. Выберем о так, 
чтобы было выполнено и неравенство (3.18), которое с учетом. 
(3.26), (3. "7 принимает вид 

(p— 1)» > > pA). 

Отсюда в силу (3.24) 

p= 1 + — Samos + И Антах т? + — Антахт? ’ 

поэтому справедливо (3.25) с точностью О (12). 
Доказанное утверждение обусловливает регуляризующие 

свойства разностных методов ‘при решении некорректных эво- 
люционных задач. В данном случае аналогом параметра регу- 
ляризации является A (сравните с (3.13)). Разностными мето- 
дами можно решать задачу Коши (3.1) — (3.4) при 1,=O(h), 
причем И выбирается исходя из уровня погрешности во вход- 
ных данных. 

Рассмотрим теперь схему (3.16) с о=0.=о. При o=—a/t? 
она аппроксимирует уравнение (3.5) со вторым порядком, Эта 
схема имеет канонический вид (3.17) при 

A=—A,, В=0, К=—Е+ ~ Ay, (3.28) 

Легко устанавливается р-устойчивость схемы (3.17), (3.28) с 

| ~ _ 3.29 p= 1+ vat (3.29) 

} 

3.4. Экономичные схемы для многомерных задач 

При решении многомерных задач большое значение имеют 
экономичные схемы [124]. Заметим, что схема (3.17), (3.28) 
таким ‚свойством не обладает, так как на верхнем слое прихо- 
дится обращать сеточный оператор Е-+ а. Используем для 
построения экономичных схем свойства (3.14), (3.15) операто- 
ра Ao. Для решения (3.1) возьмем факторизованную схему ви- 
да 

“nh 
i+1 он j-1 y 

[] (£404) ——4** АО, (3.30) 
k=2 

которая обобщает (3.17), (3.28). Можно записать схему (3.28) 
следующим образом: 

FH) __oyj и rm 
(E+<aA,) 4 Дуо. 

т? 
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В каноническом виде (3.17) для схемы (3.30) получим 

А=—А, B=0, в= (Ель. (3.31) 
k=2 

Условия (3.18)—(3.21) о-устойчивости схемы (3.17), (3.31) лег- 
ко проверяются, Причем для р получим то же самое выраже- 
ние (3.29). 

$ 4. НЕЛОКАЛЬНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ 

4.1. Нелокальная эллиптическая задача 

Методы квазиобращения, например вариант метода, разоб- 
ранный выше, связаны с тем или иным возмущением исходного 
уравнения. В то же время зачастую с погрешностью задаются 
лишь начальные условия. Рассмотрим некоторые регуляризую- 
щие алгоритмы решения некорректной задачи Коши для эллип- 
тических уравнений, особенность которых как ‘раз и заключа- 
ется в том, что само уравнение не возмущается, а лишь под- 
правляются начальные условия. Такой. подход обсуждается в 
работе [236] и применяется для численного решения задачи 
Коши для уравнения Лапласа в [237], где имеется достаточно 
подробный числовой материал. 

Приближенное решение задачи (3.1)— (3.4) определим из 
уравнения 

© |. An—iUg = = 0, хе QQ (4. 1} 
ох 

с условиями 

He (x)=0, x, =0, (4.2) 

Ua(x)=0, хе. (4.3) 

Начальное условие (3.2) заменим Ha нелокальное условие вида 

Ис (0, x’) Наиз (&, х’)=Ф(х’), x’EQn-1. (4.4) 

Таким o6pagoM, приходим к эллиптической задаче с нело- 
кальными условиями на границе. `Впервые такой класс задач 
рассмотрен в работе [238], более подробное изложение имеется 
в книге [239]. Операторные уравнения с условиями типа (4.4) 
исследуются.в [240]. При приближенном решении некоррект- 
ных задач для эволюционных уравнений нелокальные условия
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применяются в [241, 242]. Задачи с нелокальными условиями 
для дифференциальных уравнений с частными производными 
рассматриваются также в [243]. 

_ Покажем устойчивость приближенного решения (4.1) — (4.4). 
Для этого снова используем метод разделения переменных. 
Легко показать, что для нелокальной задачи (4.1)— (4.4) пред- 
ставление, аналогичное (3.11), имеет вид 

My ch (УЛ, x1) ’ the (xX) = ) mer 5 о, (x). (4.5) 
—.. 

При a>O в коэффициентах разложения точного решения 1 NOAB- 
ляются стабилизирующие множители 

ув = (1+ ach (У, 1)” 
Из (4.5) нетрудно получить оценку. устойчивости в Lo(Qn-1). 

Действительно, 

сх ф ch? (Ум x) 
| Чо, (Хх) =») (1 + ach (hy р) 

k=] 

Фе ch? ( (Иль x1) 1 < <У < у. 2, 
a ch? (УЛь 1) Хай Ре 

k=] 

поэтому 

|| ма (XII (4.6) 

В отличие от (3.13) в оценке метода квазиобращения (4.6) нет 
зависимости от X}. 

4.2. Численная реализация метода 

Для решения соответствующего разностного аналога задачи 
с нелокальным условием можно применить метод разделения 
переменных [119]. Использование быстрого преобразования 
Фурье. по переменным x” приводит к необходимости решения ли- 
нейной системы уравнений специального вида [256]. Для такой 
задачи можно применить специальный вариант метода прогон- 
ки, использующий идею окаймления [119]. Более подробно. этот 
алгоритм описан в работах [236, 244, 245].
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Рассмотрим следующую систему линейных уравнений: 

boYi—C§oyo= —fo, (4.7) 

aiYi-—Ciyit biyisi=—fi, i=l, 2, ...у №М—1, (4.8) 

Yot “ух = — м, (4.9) 

где последнее уравнение обусловлено нелокальным условием 
типа (4.4). Будем искать решение у; системы (4.7)— (4.9) в 
виде 

И = они Вань i=0, l, eee, М—1. (4.10) 

Коэффициенты oi, В; определяются из подстановки представле- 
ния (4.10) в (4.7), (4.8)} что дает формулы правой прогонки 

ии = Dil (сг—оиа:), ал = осо, ‚ (4.11) 

В = (-На:В:) / (сг—0а;), Bi=fo/co, i=l; 2, ..., М-1. 

(4.12) 

Далее необходимо определить ух. Чтобы ‘воспользоваться 
связью‘ (4.9), выразим у; через ух с помощью рекуррентной 

формулы 

yi=piywtqi, 1=0, 1,..., М. (4.13) 

С учетом (4.10) ‚соотношение (4.13) приводит к следующим вы- 

ражениям для коэффициентов Pi, Gi: 

р:=аныйни, Ри=1, (4.14) 

= 19 нн-Н В, 9м=0, .i=N—1, N—2;..., 0, (4.15) 

где ai, В; определяются в (4.11), (4.12). Подстановка выраже- 
ний (4.13) в нелокальное условие (4.9)`дает выражение для 

Ум: 

yn =— (fn +o) /(&- ро). (4:16) 

После нахождения yy по (4.14)—(4.16) совершается обратная 
прогонка (4.10) для определения всех yi, i=0, 1, ..., М—1. 

4.3. Продолжение решений краевых задач 
4 . 

Рассмотрим возможность использования метода нелокаль- 
ного возмущения граничных условий для приближенного реше- 
ния задачи продолжения решений краевых задач для эллипти- 
ческих уравнений. Для этого рассмотрим задачу в полуполосе



148 Гл. VI. Некорректные задачи со свободной границей 

62 = (—oo, 1) ХО, 1, в которой u(x) удовлетворяет уравнению 
о , / 

wt А, u=0, xe Q, (4.17) 
Ox} 

и условиям 

и (0, x’)=(x’), x’EQy-1, (4.18) 

u(—oo, x’)=0, x’GOQ,-1, (4.19) 

u(x)=0, x’GdOQn-1. (4.20) 

Решение задачи Дирихле при —o<x,;<0 необходимо продол- 
жить в область О0«х< Ц. 

Простейшая нелокальная регуляризация некорректной за- 
дачи (4.17) — (4.20) состоит в том, что вместо -(4.18) рассмат- 
ривается условие 

Ис (0, х’) аи. (1, х) =Ф(х’), x°EQn-1, (4.21) 

а U(x) удовлетворяет в © уравнению (4.17) и условию Ha бес- 
конечности (4.19). Для приближенного решения И.(х) имеем 
следующее представление: 

Pp EXP (Ул x3) wt 

«(х) = у 1 а exp ( Oi. 1) On (>). | (4.22) 

Из (4.22) легко получаем оценку устойчивости‘ решения задачи 
(4.17), (4.19) — (4.21) по начальным данным (4.6) во всей рас- 
сматриваемой области QQ. 

Поставим в соответствие исходной задаче (4.17) — (4.20) 
следующую регуляризованную задачу оптимального управления 
[115, 118, 246]. Определим и.(х) как решение задачи 

А, и, =0, хЕО, (4.23) 
ax? 

Ug ([*, x’) = (х’), x EQn-1, (4. 24) 

Ug(—oo, Хх’) =0, x’EQn-1, (4. 25) 

И (х) =0, x’GOQn-1, (4. 56) 

где управление u(x) определяется из минимума функционала 

(0 = $ м0, хуи +a [| тах. (4.27) 
п—1 On|



$ 5. Определение границы плазменного шнура . 149 
—— 

Нетрудно убедиться, что решение этой задачи оптимального 

управления и.(х) представляется формулой 
4 

©) 

Ug, (x) — 

| __ 
фьехр (У Ar х1) our 4.98 

1 “+ a exp (2 А» {*) on (г). (4-28) 

«Сравнивая (4.28) и (4.22), видим, что решение нелокальной за- 
дачи (4.17), (4.19) — (4.21) совпадает с решением задачи опти- 
мального управления (4.23) — (4.27) при И=2[. Аналогичная 
ситуация имеет место и при выборе сглаживающего функцио- 
нала в (4.27) более общего вида. 

Для задачи (4.23) — (4.27) легко обосновываются регуляри- 
зующие свойства такого метода при выборе параметра регуля- 
ризации a по невязке. В силу установленной связи между нело- 
жальной задачей и задачей оптимального управления последнее 
замечание касается и решения задачи (4.17), (4.19) — (4.21). 

$ 5. ПРИМЕР 5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРАНИЦЫ ПЛАЗМЕННОГО ШНУРА 
ПО ДАННЫМ МАГНИТНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

5.1. Постановка задачи 

При математическом моделировании поведения зысокотем- 
пературной плазмы в установках с магнитным удержанием ти- 
па токамак и стелларатор [75] большое внимание уделяется 
задачам МГД-равновесия (см. $ 1 гл. Г). Расширение возмож- 
ностей современных диагностических средств, увеличение точ- 
ности измерений в сочетании с хорошо развитыми вычисли- 
тельными' методами решения некорректных задач [115] позво- 
ляет поставить вопрос о разработке алгоритмов решения обрат- 
ных задач МГД-равновесия [247, 248]. В настоящее время наи- 
более продвинулись исследования по определению границы 
плазменного шнура по данным магнитных измерений. В более 
важной задаче продолжения полей внутрь плазменного шнура 
[247] получены лишь первые результаты :[89, 249]. 

Для. решения задачи определения неизвестной границы плаз- 
менного шнура в работах [89, 247] применяются конечно-раз- 
ностные алгоритмы. Ряд работ (см., например, [250, 251]) ‘по- 
священ решению соответствующей задачи Коши для однород- 
ного уравнения равновесия методом разделения переменных. 
Здесь задача продолжения магнитного поля до границы плаз- 
мы решается в двух основных постановках: при удержании 
идеально проводящим кожухом и при использовании ‘сторон- 
них кольцевых токов.
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Рассматриваются аксиально-симметричные конфигурации, 
характерные ‘для токамака (рис. 41): В первом случае 
(рис. 41, а) плазменный шнур Q- с неизвестной границей $ 
удерживается в равновесии поверхностными токами, наведен- 
ными на идеально проводящем кожухе Ty. В мультипольном 
токамаке (рис. 41,6) он находится в магнитном поле заданных 

I, 

0 

т. т. 1, 
| A 0 

0 = 0 
2, 4 

16 

0 

Рис. 41. Задача определения границы плазменного шнура в токамаке с ко- 
жухом (а) и при удержании внешним магнитным полем (6) 

a 
% 

кольцевых токов /y, R=1, 2, ..., К. Будем считать, что Ha He- 
котором контуре у, охватывающем плазменный шнур Q_, из- 
меряется магнитное поле. В системе с кожухом положим у=Г., 
что приводит к необходимости решения следующей задачи 
Коши: 

д 1 ‘du д 1 

ри a ~~ =0, 02 ’ 5. | 

OX, , xy OX, хо Ал >, х = + ( ) 

0 
и (x)= 0, a (x ) = p(x), хе Pi. (5.2) 

Неизвестная граница плазменного шнура определяется допол- 
нительными условиями удержания. При условии касания плаз- 
менного шнура _заданной точки х*= (x*;, х*2) S определяется 
из условия. ‘ 

u(x) =u*=u(x*), xe. (5.3)
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В задаче с удержанием сторонними токами удобно выделить 

заданное внешнее поле. Положим 

U(x) =ие(х) + и; (x), (5.4) 

где 

‘Rk 

ws (x) = У 1,G (x, xp), (5.5) 
k=l 

а функция ~ 

G(r, 2) ((1-£) кв 

определяет поле ёдиничного кольцевого витка xX’ в точке x [73]. 
Здесь 

(2 4AX1X, 

(жа x)? + (% — хо)? 

a K(t), E(t) — полные эллиптические интегралы первого и вто- 
рого рода соответственно. 

Для собственного поля. плазменного витка. и;(х) получим 
Уравнение 

д 1 0ш 4 O 1 Ou; —0, xeQ, (5.6) 
OX, xX, OX, OX, xX, OX, 

которое справедливо всюду вне плазменного шнура. Оно допол- 
няется условиями на контуре наблюдения y, например 

ок Ca¥, хеу, (5.7) 

хоответствующими , заданию Ha ‘у касательной составляющей 
поперечного магнитного поля. Для и(х) задаются условия 

и (0, х2) =0, и(х)=0, |x| =oo. (5.8) 

Таким. образом,.в задаче с удержанием кожухом мы прихо- 
дим к задаче Коши для эллиптического уравнения (5.1) — (5.3), 
которая решается ниже методом обращения переменных. Проб- 
лема определения границы плазменного шнура в мультиполь- 
‘ном токамаке сводится к решению задачи продолжения (5.3) — 
(5.8). Численное решение последней проводилось с использова- 
нием метода интегральных уравнений, изложенного кратко 
в$1.
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5.2 Решение задачи определения границ в системе 
с кожухом 

Рассмотрим некоторые примеры модельных расчетов по ре- 

шению задачи Коши (5.1) — (5.3) методом обращения перемен- 
ных. Функция: 

4 - 
u(x) = ea ((0? —x#) (x? — а?) —40?x2x?) + и" (5.9) 

определяет равновесную конфигурацию [74] с плотностью про- 
дольного электрического тока (п. 1.6 гл. | 

А -=- “_(1+0%), (и) =0 b2 — а?) 

Область Q_, занятая плазмой, определяется условием и>зи*, 
причем из (5.9) следует, что тах и=1+ и”. Граница плазмы 

ХЕО_ 

S дается уравнением u(x) =и*. 
Вычислительный эксперимент строился по следующей схе- 

ме. Сначала по. известному решению (5.9) продолжим и.(х) в 
вакуумную область 24 до некоторого u(x)=const, например 
и(х) =ис, ХЕЕС. Затем, используя данные на Г,=С в качестве 
начальных для задачи типа (5.1) — (5. 3), продолжим и(х) с Г+ 
вплоть до #(х) =и*; Таким образом, задача продолжения рав- 
новесного поля решается двукратно: сначала в одну, а затем в 
другую сторону. Величина отклонения полученного контура в 
результате решения двух задач Коши от исходного S являегся 
наглядной характеристикой точности метода. 

Рассматривалась равновесная конфигурация ИНТОРА 
[252], которая характеризуется следующими параметрами рав. 
новесия: a=3, bD=5, о=1.5. На рис. 42 приведены контуры С 
для и * ис =0, 5; 0, 75 при применении вычислительного алгорит- 
ма, описанного в $ 2, и сетки (50X50). Здесь погрешность BO 
входных данных определяется лишь погрешностями аппрокси- 
мации. При решении конкретных задач со значительным уров- 
нем погрешностей во входных данных рекомендуется предвари- 
тельно слаживать` входные данные. С этой целью мы исполь- 
зовали сглаживающие сплайны [253]. 

a 

5.3. Определение границы в мультипольном токамаке 

Для иллюстрации возможностей вычислительного алгоритма 
продолжения полей в системе ‘с заданным магнитным полем 
при интерпретации данных. измерений в ИНТОРЕ проводился 
квазиреальный эксперимент. Численно решалась прямая задача 
равновесия с заданными распределением продольного тока и
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внешним магнитным полем [254, 255]. После этого определя- 
лось равновесное ‘поле в фиксированных точках контура наблю- 
дения, которое случайным образом возмущалось. Затем с эти- 
ми данными решалась задача продолжения вплоть до и(х) = 
=и*. Величина отклонения расчетного контура U(x) =и* OT гра- 
ницы плазменного шнура, как и в предыдущем примере, харак- 
теризует точность метода. 

Рис. 42. Задача Коши для урав- 
нения равновесия: Jf — граница 
плазменного шнура $5, где и= 
=u*, 2— контур, где и=и*—. 
— 0,5, 83 — где u=u* — 0,75 

Рис. 43. Восстановление границы; 
плазменного шнура при погреш-. 
ности измерений 2,5%: $ — точ- 
ная, Ss — восстановленная грани-- 

ца плазменного шнура 

_ Рис. 44. Восстановление границы. 
’ плазмы при погрешности 10% 

На рис. 43 представлены ‚результаты расчетов для погрешно. 
CTH во входных данных в 2,5, отмечены точки наблюдения. 
Пример расчета при погрешности 10% приведен на рис. 44. 
Отметим, что увеличение количества точек наблюдения в два 
раза практически не повлияло на точность восстановления гра- 
ницы плазменного шнура.
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